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Développements limités. 

o et équivalents (fonctions et suites) 
 

Définitions. 

𝑓,𝑔 ∶  𝐼 →  ℝ  et  ∀𝑥 ∈ 𝐼\{𝑎},𝑔(𝑥) ≠ 0 

 𝒇 = 𝒐𝒂(𝒈)   f négligeable devant g au voisinage de a ssi  il existe une application 𝜀 

𝒖𝒏 = 𝒐∞(𝒗𝒏)   𝒖𝒏 négligeable devant 𝒗𝒏 au voisinage de ∞ ssi  il existe  𝜀 

 
𝑓 𝑥 = 𝜀 𝑥 𝑔(𝑥)

lim𝑎 𝜀 𝑥 = 0
   ou pour les suites   

𝑢𝑛 = 𝜀 𝑛 𝑣𝑛
lim∞ 𝜀 𝑛 = 0

  

 𝒇 = 𝑶𝒂(𝒈)   f est dominée par g  au voisinage de a ssi  il existe une application C 

𝒖𝒏 = 𝑶∞(𝒗𝒏)   𝒖𝒏 dominée par 𝒗𝒏 au voisinage de ∞ ssi  il existe  𝐶 

 
𝑓 𝑥 = 𝐶 𝑥 𝑔(𝑥)

𝐶 𝑒𝑠𝑡 𝑏𝑜𝑟𝑛é𝑒 𝑎𝑢 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑑𝑒 𝑎
   ou pour les suites   

𝑢𝑛 = 𝐶 𝑛 𝑣𝑛
𝐶 𝑏𝑜𝑟𝑛é𝑒

  

 𝒇~𝒂 (𝒈)  𝒇 = 𝒈 𝟏 + 𝒐(𝟏)  

𝒖𝒏~∞(𝒗𝒏)  𝒖𝒏 = 𝒗𝒏 𝟏 + 𝒐∞(𝟏)   

𝑓,𝑔 ∶  𝐼 →  ℝ  et  ∀𝑥 ∈ 𝐼\{𝑎},𝑓 𝑥 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑔(𝑥) ≠ 0 

f équivalente g  au voisinage de a ssi  il existe une application 𝜆 (ou  𝒖𝒏 équivalente 𝒗𝒏  au 

voisinage de ∞ ) 

 
𝑓 𝑥 = 𝜆 𝑥 𝑔(𝑥)

lim𝑎 𝜆 𝑥 = 1
  ou pour les suites   

𝑢𝑛 = 𝜆 𝑛 𝑣𝑛
lim∞ 𝜆 𝑛 = 1

  

 

Définitions développements limités. 
 f admet un 𝐷𝐿𝑛(0) ssi il existe un polynôme P (à coeff. réels) tel que : 

 
deg(𝑃) ≤ 𝑛

𝑎𝑢 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑑𝑒 0,   𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑥 + 𝑜(𝑥𝑛)
  

 

deg(𝑃) ≤ 𝑛

  𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑥 + 𝜀 𝑥  𝑥𝑛

lim
0
𝜀 𝑥 = 0
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Théorème de Taylor-Young. 
Si f est de classe 𝐶𝑛 𝐼  𝑒𝑡 𝑎 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝐼)  

∀𝑥 ∈ 𝐼,   𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑎 +
𝑓 ′ 𝑎 

1!
 𝑥 − 𝑎 +

𝑓 ′′  𝑎 

2!
 𝑥 − 𝑎 ² + ⋯+

𝑓(𝑛) 𝑎 

𝑛!
 𝑥 − 𝑎 𝑛 + 𝒐𝒂   𝑥 − 𝑎 𝑛  

DL(0) usuels et équivalents. 
 

𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+
𝑥2

2!
+ ⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑜 𝑥𝑛    𝑠𝑜𝑖𝑡    𝑒𝑥 − 1  ~𝟎 𝑥  

𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
+ ⋯+  −1 𝑝

𝑥2𝑝+1

 2𝑝 + 1 !
+ 𝑜 𝑥2𝑝+2    𝑠𝑜𝑖𝑡   𝑠𝑖𝑛 𝑥 ~𝟎 𝑥  

𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
+ ⋯+  −1 𝑝

𝑥2𝑝

 2𝑝 !
+ 𝑜 𝑥2𝑝+1   𝑠𝑜𝑖𝑡    𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1 ~𝟎  −

𝑥2

2!
 

𝑠 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
= 𝑥 +

𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
+ ⋯+

𝑥2𝑝+1

 2𝑝 + 1 !
+ 𝑜 𝑥2𝑝+2  

𝑐 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
= 1 +

𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
+ ⋯+

𝑥2𝑝

 2𝑝 !
+ 𝑜 𝑥2𝑝+1  

 1 + 𝑥 𝛼 = 1 +
𝛼

1!
𝑥 +

𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥2 + ⋯+

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 −  𝑛 − 1  

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑜 𝑥𝑛  

1

1 + 𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 −⋯+  −1 𝑛𝑥𝑛 + 𝑜 𝑥𝑛  

1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛 + 𝑜 𝑥𝑛  

𝑙𝑛 1 + 𝑥 = 𝑥 −
𝑥2

2
+
𝑥3

3
−⋯+  −1 𝑛−1  

𝑥𝑛

𝑛
+ 𝑜 𝑥𝑛    𝑠𝑜𝑖𝑡   𝑙𝑛 1 + 𝑥 ~𝟎 𝑥  

𝑙𝑛 1 − 𝑥 = − 𝑥 +
𝑥2

2
+
𝑥3

3
−⋯+ 

𝑥𝑛

𝑛
+ 𝑜 𝑥𝑛    𝑠𝑜𝑖𝑡   𝑙𝑛 1 − 𝑥 ~𝟎 − 𝑥  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3
+
𝑥5

5
−⋯+ (−1)𝑝

𝑥2𝑝+1

(2𝑝 + 1)!
+ 𝑜(𝑥2𝑝+2)  

 


