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Séries numériques. 

Séries numériques. 
TH : CN de convergence. 

Si   𝑢𝑛  converge, alors  lim∞ 𝑢𝑛 = 0 

Critère de Cauchy. 

 𝑢𝑛  converge ssi elle vérifie le critère de Cauchy. 

∀𝜀 > 0, ∃𝑁  𝑡𝑞  ∀ 𝑛, 𝑝  ∈ ℕ × ℕ∗,      𝑛 ≥ 𝑁 ⟹   𝑢𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀  

Série absolument cv. 

  𝑢𝑛  Série absolument cv si   𝑢𝑛   converge 

 Th. : Toute série abs cv est cv. 

Séries à termes positifs. 
Attention, dans tout ce qui suit, les séries sont à termes positifs. 

Comparaison :   si  𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛   𝑣𝑛 cv ⟹  𝑢𝑛 cv   

Equivalence :   𝑢𝑛~∞  𝑣𝑛      ie   𝑢𝑛 =  𝑣𝑛   1 + 𝒐∞(1)    

 Les 2 séries sont de même nature. 

 En cas de cv, les restes sont équivalents. 

 En cas de dv, les sommes partielles sont équivalentes. 

 

Série de Riemann. 

𝐿𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛   
1

𝑛𝛼
  𝑐𝑣    𝑠𝑠𝑖    𝛼 > 1  

Série de Bertrand. 

𝐿𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝐵𝑒𝑟𝑡𝑟𝑎𝑛𝑑  
1

𝑛𝛼 𝑙𝑛 𝑛 𝛽
  𝑐𝑣    𝑠𝑠𝑖     

𝛼 > 1
𝑜𝑢 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝛼 = 1 , 𝑠𝑖 𝛽 > 1 
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Règle 𝒏𝜶𝒖𝒏   

𝑆𝑖   ∃𝜶 > 𝟏   𝑡𝑞    𝑛𝛼𝑢𝑛 → 0,   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝑢𝑛  𝑐𝑣   Dans ce cas  𝒖𝒏 = 𝒐∞   
𝟏

𝒏𝜶  

𝑆𝑖   ∃𝜶 > 𝟏   𝑡𝑞    𝑛𝛼𝑢𝑛 → 𝐿 ≠ 0,   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝑢𝑛  𝑐𝑣   Dans ce cas  𝒖𝒏 = ~∞   
𝑳

𝒏𝜶  

 

𝑆𝑖   ∃𝜶 ≤ 𝟏   𝑡𝑞    𝑛𝛼𝑢𝑛 → +∞,   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝑢𝑛  𝑑𝑣  i.e.  𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑛 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑, 𝑢𝑛 ≥
1

𝑛𝛼  

𝑆𝑖   ∃𝜶 ≤ 𝟏   𝑡𝑞    𝑛𝛼𝑢𝑛 → 𝐿 ≠ 0,   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝑢𝑛  𝑑𝑣  Dans ce cas 𝒖𝒏 = ~∞   
𝑳

𝒏𝜶  

 

Comparaison avec une intégrale  

 Soit 𝑓 : [0; +∞[→ ℝ  positive et décroissante,  𝑓(𝑛)  𝑒𝑡  𝑓
+∞

0
 sont de même nature. 

 Dans le cas où la série converge :   𝑓
+∞

1
≤  𝑓 𝑛 ∞

1  ≤ 𝑓 1 +  𝑓
+∞

1
 

 Dans le cas où la série converge :   𝑓
+∞

𝑛+1
≤ 𝑅𝑛 =  𝑓 𝑛 ∞

𝑛+1  ≤  𝑓
+∞

𝑛
 

Séries à termes dans ℝ ou ℂ 
 

Règles de Cauchy  

Soit 𝐿 = lim sup   𝑢𝑛  
1

𝑛  (ie la plus grande des valeurs d’adhérence) 

 Si 𝐿 < 1,   𝑢𝑛  𝑐𝑣 

 Si 𝐿 > 1,   𝑢𝑛  𝑑𝑣 

 

Règles de d’Alembert. 

Soit 𝐿 = lim sup  
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
  (ie la plus grande des valeurs d’adhérence) 

 Si 𝐿 < 1,   𝑢𝑛  𝑐𝑣 

 Si 𝐿 > 1,   𝑢𝑛  𝑑𝑣 

 

Théorème :  𝑆𝑖 𝑙𝑖𝑚  
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
 = 𝑘 ∈  ℝ , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛  

1

𝑛 = 𝑘   
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Séries alternées :     −𝟏 𝒏 𝑢𝑛      , avec  𝑢𝑛 ≥ 𝟎 
 

Théorème des séries alternées  

 Si  𝑢𝑛  positive, décroissante vers 0, alors   −𝟏 𝒏 𝑢𝑛  cv. 

 Alors  

o Sa somme S est comprise entre 𝑆𝑛  et 𝑆𝑛+1  avec  𝑆𝑛 =  𝑢𝑘
𝑛
1 .. 

o S est du signe du premier terme non nul. 

o Le reste 𝑅𝑛 =  𝑢𝑘
∞
𝑛+1  vérifie,    𝑅𝑛  ≤  𝑢𝑛+1   

 

Règle d’Abel.  Soit (𝑢𝑛) réelle ou complexe 

 
𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛
0    𝑏𝑜𝑟𝑛é𝑒

 𝛼𝑛  𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒆, 𝒅é𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆, 𝑑𝑒 𝒍𝒊𝒎𝒊𝒕𝒆 𝟎
     alors    𝛼𝑛𝑢𝑛  𝑐𝑣 

 

Compléments : Convergence commutative et par paquet. 
 

Théorème de sommation par paquets (ou tranches)  

1. Si une série converge,  

alors toute série obtenue par regroupement de termes consécutifs converge aussi vers la 

même limite. 

2. Si une série est positive,  

alors toute série obtenue par regroupement de termes consécutifs est de même nature. 

3. Si une série a son T.G. qui tend vers 0,  

alors toute série obtenue par regroupement de p (fixé) termes consécutifs est de même 

nature. 

 

Théorème de convergence commutative  

 Définition : Une série est commutativement cv si pour toute permutation σ de ℕ, 

 𝑢σ(𝑛)  𝑐𝑣 

 Théorème : Une série est commutativement cv ssi elle est absolument cv. 

 


