Séries numériques.

Séries numériques.
TH : CN de convergence.

Si > u, converge, alors lim, u, =0

Critere de Cauchy.

> u, converge ssi elle vérifie le critére de Cauchy.

n+p

Ve >0, aN tq V(n,p) ENXN*, n>N= Zuk <e€
k=n+1

Série absolument cv.

e Y u, Série absolument cv si Y’ |u,, | converge

e Th.: ’Toute série abs cv est cv‘.

Séries a termes positifs.
Attention, dans tout ce qui suit, les séries sont a termes positifs.

Comparaison : Si u, < v, Yv,cv = Yu,cv

Equivalence : Up~e Uy i€ Uy = U, (140,(1)) |

e Les 2 séries sont de méme nature.
e Encasdecy, les restes sont équivalents.
e Encas dedv, les sommes partielles sont équivalentes.

Série de Riemann.

1
La série de Riemann Z — v ssi a>1
n

Série de Bertrand.

1
n%(Inn)k

a>1

La série de Bertrand z oupoura=1,si>1

cv SSi {
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) [24
Regle n*u,

ISi da>1 tq (n“u,) -0, alors Yu, cv| Danscecas |u, = 0o (n—lu)

- = L
[Si da>1 tq (n“u,) > L#0, alors Yu, cv| Danscecas |Uy = ~q (ﬁ)
|Si Ja<1 tqg (n*u,)— 4+, alors Yu, dv | i.e. Pour n grand, u, = nia
|Si dJa<1 tq (n®u,)—>L+0, alors Yu, dv | Dans ce cas Uy, =~ (%)

Comparaison avec une intégrale

e Soit f:[0; +oo[— R positive et décroissante, ). f(n) et f0+°° f sont de méme nature.

e Dans le cas ou la série converge : f:m <Y fn) <f(D)+ f:m f
o +oo o +oo
e Dans le cas ou la série converge : fn+1f SR, =Y f(n) < fn f

Séries a termes dans R ou C

Regles de Cauchy

1
Soit|L = lim sup |u, | |(ie la plus grande des valeurs d’adhérence)

e SiL<1, Yu, cv
o SiL>1, Yu, dv

Régles de d’Alembert.

Un+1

Soit|L = lim sup (ie la plus grande des valeurs d’adhérence)

n

o SIL<1, Yu, cv
o SiL>1, Yu, dv

Un+1

— 1
Théoréme : Si lim =k € R,alors lim |u,|» =k

Un
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Séries alternées : >(—1)"u, ,avecu, =0

Théoreme des séries alternées

e [Si (u,) positive, décroissante vers 0, alors ¥.(—1)" u,, cv]

o Alors
o Sasomme S est comprise entre S,, et S,,;; avec S, = X1 uy..
o Sestdusigne du premier terme non nul.

o Lereste R, = Y., 1 u, vérifie, [Rn| < up4q

Regle d’Abel. Soit (u,,) réelle ou complexe

Sn=Y2u, bornée
{ 0 "k alors Y a,u, cv

(a,) positive,décroissante, de limite 0

Compléments : Convergence commutative et par paquet.

Théoréme de sommation par paquets (ou tranches)

1. Siune série converge,
alors toute série obtenue par regroupement de termes consécutifs converge aussi vers la
méme limite.
2. Siune série est positive,
alors toute série obtenue par regroupement de termes consécutifs est de méme nature.
3. Siune série a son T.G. qui tend vers 0,
alors toute série obtenue par regroupement de p (fixé) termes consécutifs est de méme
nature.

Théoréme de convergence commutative

e Définition : Une série est commutativement cv si pour toute permutation ¢ de N,
X Ug(n) CV

e Théoreme: |Une série est commutativement cv ssi elle est absolument Cv|.
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