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Diagonalisation. 

Polynôme caractéristique. 

Définition : Soit 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 𝐾 . On appelle polynôme caractéristique de A :  

𝜒𝐴 ∶ 𝑋 →  𝜒𝐴 𝑋 = det 𝐴 − 𝑋. 𝐼𝑑𝑛  

Propriété. :  𝜒𝐴 = (−1)𝑛𝑋𝑛 + (−1)𝑛−1. 𝑡𝑟 𝐴 . 𝑋𝑛−1 + ⋯ + det 𝐴  

Eléments propres. 

Définitions :  

 𝝀 𝒗𝒂𝒍𝒆𝒖𝒓 𝒑𝒓𝒐𝒑𝒓𝒆 𝒅𝒆 𝑨 : ∃ 𝑋 ∈ 𝑀𝑛,1(𝐾)  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒  𝑋 ≠ 0 𝑒𝑡 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋  

 𝑿 𝒗𝒆𝒄𝒕𝒆𝒖𝒓 𝒑𝒓𝒐𝒑𝒓𝒆 𝒅𝒆 𝑨 : 𝑋 ≠ 0 𝑒𝑡    ∃ 𝝀 ∈ 𝐾 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋  

 Spectre de A = ensemble des valeurs propres de A 

 Sous-espace propre pour A associé à la vp 𝝀 de A : 

𝑆𝐸𝑃 𝐴, 𝜆 = 𝐾𝑒𝑟  𝐴 − 𝝀. 𝐼𝑑𝑛  

Proposition :  

 𝝀 ∈ 𝑆𝑝𝐾 𝐴 ⇔ 𝐾𝑒𝑟  𝐴 − 𝝀. 𝐼𝑑𝑛 ≠  0 ⇔  𝐴 − 𝝀. 𝐼𝑑𝑛  𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒   

 𝝀 ∈ 𝑆𝑝𝐾 𝑓 ⇔ 𝐾𝑒𝑟  𝑓 − 𝝀. 𝑒 ≠  0 ⇔  𝐴 − 𝝀. 𝑒  𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓  

 𝑆𝑝𝐾 𝐴 = 𝜒𝐴
−1 0  

Propriétés des SEP. 

 Ordre de multiplicité de 𝝀, vp de A : ordre de multiplicité ω de λ en tant que 

zéro du polynôme caractéristique 𝜒𝐴. 

 Si ω est l’ordre de multiplicité de la vp 𝜆 de A : 1 ≤ dim 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 𝜆  ≤ ω  

Diagonalisation. 

Définition : 

𝐴 ∈ 𝑀𝑛 𝐾  diagonalisable ssi il existe une matrice diagonale 𝐷 ∈ 𝑀𝑛 𝐾  telle A soit 

semblable à D. 

∃ 𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛 𝐾 , ∃ 𝐷 ∈ 𝐷𝑛 𝐾   𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1  

 

Proposition : les propriétés sont 2 à 2 équivalentes :  



M. Duffaud : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_spe.html  

1. A diagonalisable. 

2. Il existe une base de E formée des 𝑣𝑝      pour A. 

3. La somme des SEP pour A est égale 𝐸 = 𝐾𝑛  

4. La somme des dimensions des SEP pour A est égale à 𝑛 = 𝑑𝑖𝑚(𝐸). 

Théorème : CNS de diagonalisabilité 

A diagonalisable ssi :    
𝜒𝐴  𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑐𝑖𝑛𝑑é 𝑠𝑢𝑟 𝐾

𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑐ℎ𝑎𝑞𝑢𝑒 𝑣𝑝,  𝑑𝑖𝑚 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 𝜆  = 𝜔 
  

𝜒𝐴  est scindé sur K signifie que 𝜒𝐴  s’écrit comme un produit de monômes à coeff. 

dans K. 

Théorème : CS de diagonalisabilité 

Si 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 𝐾  admet 𝑛 = 𝑑𝑖𝑚(𝐸) vp 2 à 2 distincts alors, A est diagonalisable. 

 

 


