Diagonalisation.

Polyndme caractéristique.

Définition : Soit A € M,,(K). On appelle polyndme caractéristique de A :

lxa: X > xa(X) = det(A — X.1d,)|

Propriété. : Xa=(CEDX"+ (D" LtrA. X"+ ...+ detd

Eléments propres.

Définitions :

e |Avaleur propredeA:3X € M, 1(K) tel que (X # 0 et AX = 1X)

e |Xvecteur propredeA:X +0et (I 4 € K telle que AX = AX)

e Spectre de A = ensemble des valeurs propres de A
e Sous-espace propre pour A associéalavp AdeA:

|SEP(A,2) = Ker (A— A.1d,,)|

Proposition :

o |/1 € Spx(A) © Ker (A—A.1d,) + {0} & (A — A.1d,) non inversiblel
) |/1 € Spx(f) © Ker (f —A.e) #{0} & (A— A.e) non iinjectifl
o [Spx(4) = 2471 (0)]

Propriétés des SEP.

e Ordre de multiplicité de A, vp de A : ordre de multiplicité w de A en tant que
zéro du polyndme caractéristique yy4.
e Siw estl'ordre de multiplicité delavp Ade A:|1 < dim[SEP(4,)] < w |

Diagonalisation.
Définition :

A € M, (K) diagonalisable ssi il existe une matrice diagonale D € M,, (K) telle A soit
semblable a D.

3P €GL,(K),3D €D,(K) telleque A=PDP™!|

Proposition : les propriétés sont 2 a 2 équivalentes :
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A diagonalisable.
Il existe une base de E formée des vp pour A.
La somme des SEP pour A est égale E = K™
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La somme des dimensions des SEP pour A est égale a n = dim(E).

Théoréme : CNS de diagonalisabilité

est scindé sur K
A diagonalisable ssi : { XA

Pour chaque vp, dim[SEP(A,A)] = w

X4 est scindé sur K signifie que y4 s’écrit comme un produit de mondémes a coeff.
dans K.

Théoréme : CS de diagonalisabilité

SiA € M, (K) admetn = dim(E) vp 2 a 2 distincts alors, A est diagonalisable.
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