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Espaces EUCLIDIENS. 

Espace euclidien : ŜΦǾΦŘŜ ŘƛƳŜƴǎƛƻƴ ŦƛƴƛŜ Ƴǳƴƛ ŘΩǳƴ ǇΦǎΦ 

Propriété : Tout ev euclidien admet au moins une BON. 

Produit scalaire dans E un ᴙ espace vectoriel.  

On appelle produit scalaire sur E toute application ʒ : E²  Oᴙ telle que : ǇƻǳǊ ǘƻǳǘ ǾŜŎǘŜǳǊǎ ȄΣ ȅ Ŝǘ ȅΩ 

de E et k un réel. 

a) ʒ est symétrique : • ὼ,ώ =  • (ώ,ὼ)  

b) ʒ est linéaire par rapport à la 2ème variable :  • ὼ,Ὧώ+ ώᴂ=  Ὧ.• ὼ,ώ +  • ὼ,ώᴂ  

c) ʒ est positive : • ὼ,ὼ 0  

d) ʒ est définie : • ὼ,ὼ = 0 ᵾ ὼ= 0  

hƴ Řƛǘ ǉǳΩǳƴ Ǉroduit scalaire sur un ᴙ-ev est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive. 

On note souvent : • ὼ,ώ =  ὼ ȿ ώ ) =  < ὼ ,ώ>  = < ὼ  | ώ>  =  ὼ .ώ  

On définie alors la norme du vecteur x :  ᴁὼᴁ =  • ὼ,ὼ   

Et de même la forme quadratique associée aÕ ÐÓ ʒ par :  ɮὼ =  • ὼ,ὼ 

Inégalité de Cauchy-Schwarz.   ȿ< ὢ,ὣ>  ȿ ᴁὢᴁ.ᴁὣᴁ 

Avec égalité ssi les vecteurs sont colinéaires. 

Expression du produit scalaire. 

¶ Base qcq :  < ὢ,ὣ> = В ὼὭὭ,Ὦ ώὮ< ὩὭ,ὩὮ>   

¶ B.O.N :  < ὢ,ὣ> = В ὼὭὭ ώὭ= ὢὸὣ 

Matrice orthogonale :  P telle que  ὖὸὖ= ὍὨ 

[Ŝǎ ǾŜŎǘŜǳǊǎ ŘΩǳƴŜ ƳŀǘǊƛŎŜ ƻǊǘƘƻƎƻƴŀƭŜ ŦƻǊƳŜƴǘ ǳƴŜ .hb ǇƻǳǊ ƭŜ ǇΦǎΦ ǎǘŀƴŘŀǊŘΦ 

hǊǘƘƻƎƻƴŀƭ ŘΩǳƴŜ ǇŀǊǘƛŜ C ŘŜ 9 (ev euclidien). 

ὊṶ= ὢᶰὉ ὸὩὰί ήόὩ ᶅ ὪᶰὊ,< ὢ,Ὢ>  = 0  

Propriétés :   

¶ ὊṶ est un sev de E. 

¶ Si F est un sev de E, ὊṶ est un supplémentaire de F dans E. 

¶ ὨὭά ὊṶ = ὨὭάὉ ὨὭάὊ 
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Projection orthogonale sur un sev. E euclidien et F sev de E, x dans E 

¶ p(x) : projeté de x sur F parallèlement à ὊṶ Ŝǎǘ ƭΩǳƴƛǉǳŜ ǾŜŎǘŜǳǊ ŘŜ C ǘǉ ƭŜ ǾŜŎǘŜǳǊ Ȅ-

p(x) soit orthogonal à F. 

¶ p(x) réalise le minimum de la distance de x à F i.e. : ὪᶅᶰὊ,   ᴁὼ ὴὼᴁ ᴁὼ Ὢᴁ 

¶ Si (Ὡ1, . . ,Ὡὴ)   BON de F, alors :  

ὴὼ = < ὼ,ὩὯ>  ὩὯ

ὴ

Ὧ= 1

 

Symétrie orthogonale par rapport à un sev F de E euclidien. 

ίὼ = 2ὴὼ ὼ 

Algorithme de Gram-Schmidt Υ tƻǳǊ ƻōǘŜƴƛǊ ǳƴŜ .hb Ł ǇŀǊǘƛǊ ŘΩǳƴŜ ōŀǎŜ ǉŎǉΦ 

Soit (Ὡ1,. . ,Ὡὲ)  base qcq de E euclidien. 

¶ ύ1 =
Ὡ1

ᴁὩ1ᴁ
 

¶ Pour k de 2 à n, on calcule  

o  ώὯ= ὩὯ  В < ὩὯ,ύὮ>  ύὮ
Ὧ 1
Ὦ= 1  

o Puis  ύὯ=
ώὯ

ᴁώὯᴁ
  

La base orthonormée est celle des (ύ1,. . ,ύὲ)  

Endomorphismes symétriques. 

f symétrique ssi : ᶪὼ,ώᶰὉ2,< Ὢὼ,ώ>  =  < ὼ,Ὢώ >    

   La matrice de f dans une BON est symétrique 

Théorèmes  

¶ Les SEP pour f symétrique sont orthogonaux entre eux. 

¶ Soit f symétrique, alors pour tout sev F stable par f, ὊṶ stable par f. 

Théorème fondamentale. 

Soit f symétrique, il existe une BON de E dans laquelle la matrice de f est diagonale. 

 

 


