Espaces EUCLIDIENS.

Espace euclidien : e.v.de dimension finie muni d’un p.s.

Propriété : Tout ev euclidien admet au moins une BON.

Produit scalaire dans E un R espace vectoriel.

’

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E> — R telle que : pour tout vecteurs x, y et y
de E et k un réel.

a) @ est symétrigue : @ (x,y) = @ (y,x)

b) « est linéaire par rapport a la 2°™ variable : ¢ (x,ky +y") = k.¢ (x,y) + ¢ (x,y")

c) @ estpositive: @ (x,x) =0

d) @ estdéfinie:p (x,x) =0 &x=0

On dit qu’un produit scalaire sur un R-ev est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

Onnotesouvent: ¢ (x,y) =(x|y)=<x,y>=<x |y>= x.y
On définie alors la norme du vecteurx: ||x|| = ¢ (x,x)
Et de méme la forme quadratique associée au ps gpar: ®(x) = ¢ (x,x)

Inégalité de Cauchy-Schwarz. ||< X, Y > | <|X|]. ||Y|||

Avec égalité ssi les vecteurs sont colinéaires.

Expression du produit scalaire.

e Baseqcq: <X Y>= Zi’jxiyj <e,e >
e B.O.N: <XY>=Y x;v; = ‘XY
Matrice orthogonale : Pteleque ‘PP =1Id

Les vecteurs d’'une matrice orthogonale forment une BON pour le p.s. standard.

Orthogonal d’une partie F de E (ev euclidien).

Ft={X€EtelsqueVf€EF,<X,f>=0}

Propriétés :

e FlestunsevdecE.
e SiFestunsevdeE, F' estun supplémentaire de F dans E.
o dimF!' =dimE —dimF
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Projection orthogonale sur un sev. E euclidien et F sev de E, x dans E

e p(x): projeté de x sur F parallélement & F* est 'unique vecteur de F tq le vecteur x-
p(x) soit orthogonal a F.

e p(x) réalise le minimum de la distance de x a F i.e. :|Vf EF, llx—pMI| < |lx— f|||
e Si(ey,..,e,) BONdeF,alors:

p

p(x) =Z <x,e > e

k=1

Symétrie orthogonale par rapport a un sev F de E euclidien.

|s(x) =2p(x) — x|

Algorithme de Gram-Schmidt : Pour obtenir une BON a partir d’une base qcq.

Soit (e, .., e, ) base qcq de E euclidien.

o W, = 1
L7 Jeqll

e Pourkde2an,oncalcule

_ k—1
o Yk =€ — Lj=1 < €,W; > W,
o Puis Wy, = —”Z';”

La base orthonormée est celle des (wq,..,w,,)

Endomorphismes symétriques.

f symétrique ssi : |V(x, y) EEL < f(x),y>=<xf(y) >|

La matrice de f dans une BON est symétrique
Théorémes

e Les SEP pour f symétrique sont orthogonaux entre eux.

e Soit f symétrique, alors pour tout sev F stable par f, F* stable par f.

Théoréme fondamentale.

Soit f symétrique, il existe une BON de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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