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Fiche de cours : CALCUL DIFFERENTIEL ET DERIVEE PARTIELLES.

Ceci n’est pas un cours mais un résumé des notions importantes. Pour alléger les écritures, on considérera toujours f
une fonction définie sur U, un ouvert de RP et a valeurs dans R", a est un vecteurde U, Uy ={h € Utq (a+h) €U }.

f1(x1, %2, s %)
f :UC RP - R" telle que : f(x1,%;,, ...,xp) Y PICSTECTERE)

1 (X1, x5, ...,xp)

1 — Dérivées partielles.

admet une dérivée partielle premiére ( dp;) en a € RP par rapport a x;, si la limite suivante existe :
j

f(al,az,...,a]- — h,...,ap) — f(al,az,...,ap)
h =0 h

. . . af
Si elle existe, on note cette limite P @]
j

. axeRrﬂo=mu»mﬂ@nmms%ﬂ@=<%mxm%g@)

e  Remarque importante :

. . . . ar . .
Si f est une fonction de RP — R", alors la dérivée partlelle — est aussi une fonction de RP - R" .

Ainsi, (M) = — (xl,xz, p) correspond a la fonction dérivée partielle premiére de f, : —, par rapport
a Iaj varlable x]-,au point M(xl,xz,...,xp)
e  Propriétés.
o Onditque: |f est C1(U), si f admet des dp, continues sur U|.

o DLy(a):Sifest C1(U) alors il existe une fonction £ avec }llin(z)e(h) = 0 et telle que:

Vh €U, fm+m_ﬂ@+zh 7y @+ Il e

|SL' f est CY(U) alors f est continue sur Ul.

2 — Dérivées secondes.

Soit f qui admet une dp, % sur U.

2
Si cette fonction % admet en a une dp,, % (a ) (a),onlanote: f”x x (@), ou D JI(a) o7 -(a)
1 ]

. Théoréme de Schwarz SCHWARZ Hermann Amandus (1843-1921), Allemagne

0*f . 0%f
0x; 0x; € 0x; 0x;

Si sur U, les dp,, existent et sont continues, alors elles sont égales.

e Onditque ‘f est C2(U) si ses p? , dérivées partielles secondes (dp,), existent et sont continues|.

|SL'f est C2(U) = fest C'(U) ‘ (et donc f est continue).
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3 — Différentielles.

. ' (3 1 appli.linéaire notée d, f € L(RP,R")
f est différentiable en a si 3 fonction « telle que }lllTY(l) e(h) = 0 telle que :

Vh €Uy flath) = f(@+ do f(W) + Il e(h) |

e  Propriétés.
o d, f estunique.
o SifdeRdansR,d, f () = f (a).h.

o |f dif férentiable en a = f est continue en a (réciproque fausse) |

o

|f dif férentiable ena = f admet de dpl en a (réciproque fausse) |

o fdifférentiableena=|d, f (h) = ]p 12x, (a) hj = (grad f(a) | h> et |\d, f (&) = g_f (@)
X

@)

|f est C1(U) > f estdifférentiable en ade U (réciproque fausse) ‘

o fest C}(U) < lapplication a - d, f estcontinue.
(Avant on nommait fonction continiiment différentiable une fonction C1)

=]
=
)
=]

~

les dp,de fena 3

Les dpl Shsiient —»{ f différentiable en a .
continues en a .
f continue en a

4-Différentielles de fonctions C!.

o festCl(U)=>

14
d, f (h) =Za—f h = (grad f(a)|h)
j=1

o |flinéairede L(R’,R") = festCletd, f = f]

e On note p;la projection définie par : pj(h) = h; (application linéaire), alors :
dapj = pj=dx; (notation car indépendant de a),

4
_ Zaf
daf = j:1a—xj (a)dx}

e Jacobien.

=p

I @ = (i (a)) iz

Jr (@) € M, , (R), est la Matrice jacobienne de f en a. Le jacobien de f en a est le déterminant de cette matrice.
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o Composition d’applications C!.

q _ P _ n
R f_) R g_) R Sif,gCl,anrs gof est Cl, et

= (df@y 9 )od, f)‘

|Tg0r (@) = Jy(f(@).J; (@)

6(gof)1 i 1<i<n

Zax (F(@) —(a) pour {1227
6 — Compléments.
e Taylor Young ordre 2 U ouvert de RP, si f est C2(U),
P of 1< 2f P o*f
fa+m = f@ =) == @ —Z—(a) o+ ) = @ by + o (IR
£ 0x; 2 ad o Ox; Ox;
i=1 i=1 1<i<j<p )
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