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FORMES DIFFERENTIELLES. 

1 - Définitions.  U ouvert de ℝ2 (ou de ℝ3)  

 1a. Forme différentielle sur U. 

o Sur ℝ2. 

𝜔 application de U → ℒ ℝ2 , ℝ   telle qu’il existe P, Q, de classe C1 de U → ℝ 

𝜔  𝑥, 𝑦 =  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 

o Sur ℝ3. 

𝜔 application de U → ℒ ℝ3 , ℝ   telle qu’il existe P, Q, R, de classe C1 de U → ℝ 

𝜔  𝑥, 𝑦 =  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 

 

 1b. Forme différentielle exacte (ou admettant des primitives ou totale). 

𝜔 exacte sur U  

ssi il existe F : U → ℝ de classe C1 telle que :  𝑑𝑎  𝐹 = ω(𝑎)  (pour a de U) 

Sur ℝ2 : Cela correspond à :   
∂𝐹

∂𝑥
 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑥, 𝑦  𝑒𝑡 

∂𝐹

∂𝑦
 𝑥, 𝑦 = 𝑄 𝑥, 𝑦    

 

 1c. Potentiel scalaire. 𝐹  : U ⊂ ℝ3 →  ℝ3 champ de vecteur de classe C1 

𝐹  dérive d’un potentiel scalaire (ou admet)  

si il existe un champ scalaire 𝑓 de U⊂ ℝ3 →  ℝ  , de classe C1, tel que 𝐹 =  𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑓  . 

A toute forme différentielle :  

𝜔 =   𝐴𝑗

𝑝

𝑗=1

 𝑋 𝑑𝑥𝑗  

 On peut associer le champ de vecteurs 

𝑉  =  𝐴𝑗

𝑝

𝑗=1

𝑒𝑗      

Alors 

𝝎 𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕𝒆 𝒂𝒗𝒆𝒄 𝝎 = 𝒅𝒇 ⟺ 𝑽    𝒅é𝒓𝒊𝒗𝒆 𝒅′𝒖𝒏 𝒑𝒐𝒕𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒍 𝒆𝒕 𝑽   =  𝒈𝒓𝒂𝒅             𝒇  

 

 Forme différentielle fermée. 

 

o Sur ℝ2. : 𝜔 fermée si  
∂𝑃

∂𝑦
=  

∂𝑄

∂𝑥
 

o Sur ℝ3. : 𝜔 fermée si  
∂𝑃

∂𝑦
=  

∂𝑄

∂𝑥
   et   

∂𝑄

∂𝑧
=  

∂𝑅

∂𝑦
   et   

∂𝑅

∂𝑥
=  

∂𝑃

∂𝑧
 

o Sur ℝp . : 𝜔 fermée si  
∂𝐴𝑖

∂𝑥𝑗
=  

∂𝐴𝑗

∂𝑥𝑖
   pour 𝜔(X) =  𝐴𝑗

𝑝
𝑗=1  𝑋 𝑑𝑥𝑗  

 

http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html


Formes différentielles - Page 2 sur 2 

 

http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html  

 Partie étoilée. 

Soit X ∈ parties de ℝ3 (ou de ℝ2) et A ∈ X.  [𝐴𝑀]  =  { 𝑃 ;  ∃𝑎 ∈ [0,1] 𝑡𝑞 𝐴𝑃      = 𝑎 𝐴𝑀        } 

 - X étoilé par rapport à A si : ∀𝑀 ∈ 𝑋, [𝐴𝑀]  ⊂  𝑋  

 - X étoilé si : ∃ A∈X tq X étoilé par rapport à A. 

 Remarque : toute partie convexe est étoilée par rapport à chacun de ses points 

 

2 – Théorèmes.   U ouvert de ℝp  

 2a. Proposition.  

 

𝑆𝑖 𝑈 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑥𝑒 𝑒𝑡 𝜔 𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒  ⟹  𝜔 𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡 𝑎𝑢 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠 𝑢𝑛𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝐹 𝑒𝑡 {𝐹 +  𝑎, 𝑎 ∈  ℝ }  

 

 2b. Théorème.  

 𝜔 𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑈 ⟹  𝜔 𝑓𝑒𝑟𝑚é𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑈  

Remarque : 
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑗
= 𝐴𝑗  car 𝜔 exacte ; or les 𝐴𝑗  sont C1, donc F est C² (on peut appliquer th. Schwarz) 

 

 2c. Théorème de Poincaré.   

𝑆𝑖 𝑈 é𝑡𝑜𝑖𝑙é 𝑒𝑡 𝜔 𝑓𝑒𝑟𝑚é𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑈 ⟹  𝜔 𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑈  . 

Remarque :   

Une partie A est convexe ssi [XY] ⊂ A pour tout X et Y , donc 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥𝑒 ⇒  é𝑡𝑜𝑖𝑙é  

 

 2d. Théorème. 

 

1°) 𝑆𝑖 𝐹  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑒 𝑑’𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑟𝑜𝑡          𝐹  =  0   

2°) 𝑆𝑖 𝑟𝑜𝑡          𝐹  =  0   𝑒𝑡 𝑠𝑖 𝑈 𝑒𝑠𝑡 é𝑡𝑜𝑖𝑙é, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝐹  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑒 𝑑’𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒  

⟹ se démontre avec le théorème de Poincaré 

 


