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Fonctions Holomorphes. 

Soit 𝑓 une application de U ouvert de ℝ2, dans ℂ. 

1 – Fonctions différentiable. 
𝑓 est différentiable en 𝑋 =  𝑥0; 𝑦0  , s’il existe deux complexes 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 tels que :  

 𝑓 𝑥0 + 𝑕; 𝑦0 + 𝑘 =  𝑓 𝑥0; 𝑦0  +  𝑎𝑕 + 𝑏𝑘 +   𝑕; 𝑘   𝜀 𝑕; 𝑘    avec    𝜀 telle que 𝑙𝑖𝑚
  𝑕;𝑘   →0

 𝜀 𝑕 =  0 

S’il en est ainsi, l’application linéaire  𝒉; 𝒌 ⟶ 𝒂𝒉 + 𝒃𝒌   de ℝ2, dans ℂ. est appelée la différentielle de 

𝒇 en  𝒙𝟎; 𝒚𝟎  ; et notée 𝒅 𝒙𝟎;𝒚𝟎  𝒇   . Dans ce cas on a :  𝑑 𝑥0;𝑦0  𝑓 𝑕; 𝑘 = 𝑕 
∂𝑓

∂𝑥
  𝑥0; 𝑦𝑜 + 𝑘 

∂𝑓

∂𝑦
  𝑥0; 𝑦𝑜  

On écrit aussi que : f est différentiable en a si  

 
∃ 1 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖. 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡é𝑒 𝑑𝑎  𝑓 ∈ ℒ(ℂ,ℂ)

∃ 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜀 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑖𝑚
𝑕 →0

 𝜀 𝑕 =  0   telle que : ∀ 𝑕 ∈ 𝑈0 , 𝑓 𝑎 + 𝑕 =  𝑓 𝑎 + 𝑑𝑎  𝑓 𝑕 +  𝑕  𝜀(𝑕)  

Rappel pour les fonctions définie sur U, un ouvert de ℝ𝐩 et à valeurs dans ℝ𝐧 

 

Exemples :  

 Soit 𝒇 ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ ƭƛƴŞŀƛǊŜ  𝒙; 𝒚 ⟶ 𝒙 

 𝑓 𝑥 + 𝑕; 𝑦 + 𝑘 = 𝑥 + 𝑕 =  𝑓 𝑥; 𝑦 + 𝑓(𝑕; 𝑘) 

alors 𝑑𝑓 est indépendante du point  𝑥; 𝑦  et on note 𝒅𝒇 = 𝒅𝒙, on a 𝒅𝒙 𝒉; 𝒌 = 𝒉  

 Soit 𝒈 ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ ƭƛƴŞŀƛǊŜ  𝒙; 𝒚 ⟶ 𝒚 

 𝑔 𝑥 + 𝑕; 𝑦 + 𝑘 = 𝑦 + 𝑘 = 𝑔 𝑥; 𝑦 + 𝑔 𝑕; 𝑘  

alors 𝑑𝑔 est indépendante du point  𝑥; 𝑦  et on note 𝒅𝒈 = 𝒅𝒚, on a 𝒅𝒚 𝒉; 𝒌 = 𝒌  

 Soit ƭΩapplication  𝒙; 𝒚 ⟶ 𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚 

𝑓 𝑥 + 𝑕; 𝑦 + 𝑘 = 𝑥 + 𝑕 + i 𝑦 + 𝑘 =  𝑥 + 𝑖𝑦 +  𝑕 + 𝑖𝑘  

 𝑓 𝑥 + 𝑕; 𝑦 + 𝑘 = 𝑓 𝑥; 𝑦 + 𝒅𝒙 𝒉; 𝒌 + 𝒊 𝒅𝒚 𝒉; 𝒌  

on note sa différentielle 𝒅𝒛 = 𝒅𝒙 + 𝒊𝒅𝒚 , on a 𝒅𝒛 𝒉;𝒌 = 𝒉 + 𝒊𝒌  

 {ƻƛǘ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ  𝒙; 𝒚 ⟶ 𝒛 = 𝒙 − 𝒊𝒚 

𝑓 𝑥 + 𝑕; 𝑦 + 𝑘 = 𝑥 + 𝑕 − i 𝑦 + 𝑘 =  𝑥 − 𝑖𝑦 +  𝑕 − 𝑖𝑘  

 𝑓 𝑥 + 𝑕; 𝑦 + 𝑘 = 𝑓 𝑥; 𝑦 + 𝒅𝒙 𝒉; 𝒌 − 𝒊 𝒅𝒚 𝒉; 𝒌  

on note sa différentielle 𝒅𝒛 = 𝒅𝒙 − 𝒊𝒅𝒚 , on a 𝒅𝒛  𝒉;𝒌 = 𝒉 − 𝒊𝒌  

Les dp1 ∃ et sont 
continues en a f différentiable en a

les dp1de f en a ∃

f continue en a
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Remarque :   𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
  𝒅𝒛 + 𝒅𝒛    et 𝒅𝒚 =

𝟏

𝟐
  𝒅𝒛 − 𝒅𝒛    

2 – Fonctions continues. 

2a - Limite 

lim
z⟶𝑧0

𝑓 𝑧 =  𝑎  ⇔   ∀𝜀 > 0, ∃ 𝛿 > 0 𝑡𝑞 ∀𝑧,  𝑧 − 𝑧0 < 𝛿,  𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0) < 𝜀  

2b- Continuité. 

𝒇 est continue en 𝒛𝟎  si : lim
z⟶𝑧0

𝑓 𝑧 =  𝑓(𝑧0)   

3 – Fonctions dérivables (holomorphes). 

3a Fonctions dérivables. 

𝑓 est dérivable en 𝑧0 si la limite suivante existe, on la note :  

𝑓 ′ 𝑧0 = lim
Δ𝑧⟶0

 
𝑓 𝑧0 + Δ𝑧 − 𝑓(𝑧0)

Δ𝑧
=  

𝜕

𝜕𝑧
 𝑓(𝑧0)  

Une fonction dérivable sur un domaine est dite holomorphe sur ce domaine. 

3b - Conditions de Cauchy-Riemann. 

Par abus on note souvent 𝑓 𝑥; 𝑦  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑓 𝑧  car la bijection de ℝ2, dans ℂ,  

 𝑥; 𝑦 ⟶ 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, permet d’identifier ℝ2 et ℂ. Soit f une fonction définie au voisinage de 𝑧0 = 𝑥0 +

𝑖𝑦0 . Les propositions suivantes sont équivalentes :  

1. 𝑓 est dérivable en 𝒛𝟎. 
2. 𝑓 est différentiable en  𝑥0; 𝑦0   et : 

 
𝛛𝒇

𝛛𝒙
  𝒙𝟎; 𝒚𝟎 + 𝒊 

𝛛𝒇

𝛛𝒚
  𝒙𝟎; 𝒚𝟎 = 𝟎  

Si on note P et Q les parties réelles et imaginaires de 𝑓 on a :  

 
𝛛𝑷

𝛛𝒙
=

𝛛𝑸

𝛛𝒚
 𝐞𝐭  

𝛛𝑷

𝛛𝒚
= −

𝛛𝑸

𝛛𝒙
 

On a donc pour f dérivable : 𝒇′ =
𝛛𝒇

𝛛𝒛
=

𝛛𝒇

𝛛𝒙
= −𝐢

𝛛𝒇

𝛛𝒚
  

Exemples :  

 {ƻƛǘ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ  𝒙; 𝒚 ⟶ 𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚 

Elle est dérivable car différentiable et :  
𝛛𝒇

𝛛𝒙
  𝒙; 𝒚 + 𝒊 

𝛛𝒇

𝛛𝒚
  𝒙; 𝒚 =  𝟏 + 𝒊 𝒊 = 𝟎 

 {ƻƛǘ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ  𝒙; 𝒚 ⟶ 𝒛 = 𝒙 − 𝒊𝒚 

Elle est différentiable mais ƴΩest pas dérivable car : 
𝛛𝒇

𝛛𝒙
  𝒙; 𝒚 + 𝒊 

𝛛𝒇

𝛛𝒚
  𝒙; 𝒚 =  𝟏 + 𝒊 −𝒊 = 𝟐 ≠ 𝟎 

4 – Compléments. 
a) Une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable. 

b)  
𝜕

𝜕𝑧
 𝑓 = 0  ƴΩƛƳǇƭƛǉǳŜ Ǉŀǎ ǉǳŜ ƭŀ ŦƻƴŎǘƛƻƴ Ŝǎǘ ŎƻƴǎǘŀƴǘŜΦ 

c) [Ŝǎ ǇŀǊǘƛŜǎ ǊŞŜƭƭŜǎ Ŝǘ ƛƳŀƎƛƴŀƛǊŜǎ ŘΩǳƴŜ ŦƻƴŎǘƛƻƴ ƘƻƭƻƳƻǊǇƘŜ ǾŞǊƛŦƛŜƴǘ ƭΩŞǉǳŀǘƛƻƴ ŘŜ [ŀǇƭŀŎŜΦ ƻƴ ƭŜǎ Řƛǘ 

harmoniques.  
𝛛𝟐𝐠

𝛛𝐱²
 + 

𝛛𝟐𝐠

𝛛𝐲²
= 𝟎   


