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TD n°2 : Fonctions Holomorphes. CORRECTION

Exercice 1

Calculer la dérivée dew = f(z) = z3 — 2z aux points

1. z=2z,.

o . e , . f]
En utilisant les regle de dérivation on obtient facilement que : |~ f(zy) = 3zy% — 2|

2. z=-1.

d
Ef(—1)=1

Exercice 2

Montrer que I'application (x;y) — Z = x — iy, est différentiable mais n’est pas dérivable.

1. Différentiabilité.
Soit |’ eppbizeatiyon

fx+hy+k)=x+h—i(y+k)=(x—-iy)+ (h—ik)
fGe+hy+k)=f(xy) +dx(h; k) —idy(h; k)

on note sa différentielle [dz = dx — idy| on a|dz(h; k) = h — ik|

Remarque : |dx = % (dz+d2)| et|dy = % (dz —dz)

2. Non dérivabilité.

Méthode 1 : Avec la définition.
f(zo +Az) — f(z) 2o+ Az — 7 _E _ Ax—ily

Az Az _E_Ax+iAy
9 Doncsi AX=O;W:_1_
1‘[ Et5| Ay:o;f(ZO+AZ)_f(ZO): 1
Az
La I'imite n’est donc palstemdlépemdah,t el aef dma

donc pas dérivable.

Méthode 2 : Avec les conditions de Cauchy-Riemann.

ap d . i . .
P let % = —1 donc la fonction ne vérifie pas les conditions de Cauchy-Riemann, elle
n"est de ce fait pas dérivable.
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Exercice 3

) 1 ] . . . , -
Soitw = f(2) = 5 - Trouver — f(zy) etdéterminer en quels points f n’est pas dérivable.

. . e . . F] 2
En utilisant les régle de dérivation on obtient facilement que : > f(zy) = A
—40

El'le n"est donc pas dérivable en 1.

Exercice 4
1. Montrer que si f est dérivable en zj, alors f est continue en z;.
Zo+Az) — f(z
20+ D) — f(29) _f(= ) — f(20) « Ay

Az
W = :—Z f(zy) existe,on a:

JLim f(zo+A42) = f(z) = 0

Ce qui assure la continuité de f en z,

Et donc puisque limy,_,

2. Montrer par un contre-exemple que la réciprogue est fausse.

L' appl i(xyg +iZe i — iy est continue mais pas dérivable. (cf. Exercice 2).
La continuité est évidente puisque f(z, + Az) — f(z,) = Az, tend bien vers 0 quand 4z — 0.

Conditions de Cauchy-Riemann

Exercice 5 (Démonstration de cours)
En supposant les dérivées partielles continues dans R, montrer que :

Soit f une fonction définie au voisinage de, = x, + iy,. Les propositions suivantes sont
équivalentes:

1. f estdérivable en z,.
2. f estdifférentiable en (x,;y,) et:

of i
o (x0;y0) +1i @ (x0;¥0) =0

Si on note P et Q les parties réelles et imaginaires flen a:
oP aQ oP  9Q
ox  ox dy  ox

et

Exercice 6
—x : . s g 9%u 92u
Montrer que u = e~ (xsiny — y cosy) est harmonique c'est-a-dire que |-— Pk 0|
a%u —x . .
1 Pl (=2siny + xsiny — ycosy)
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2
1 Zyz = e *(2siny — xsiny + y cosy) donc
a%u N 0%u 0
x>  oy?
Différentielles.
Exercice 7

Soitw = f(z) = z3 — 222

1. Calculer Aw.
Aw = f(zg + Az) — f(zp) = (29 + A2)3 — 2(zp + Az)? — (20° — 224%)
[Aw = f (20 + A2) — f(20) = (320% — 42y) Az + (329 — 2)(A2)? + (A2)?|

2. Calculer dw.
On peut écrire aussi que

f(zo + Az) — f(z9) = (32¢% — 42y) Az + Az[(3zy — 2)Az + (Az)?]

Doncici,
d,, f(Az) = (32y% — 4zp) Az
Et
a 2
EP f(z0) = 32p" — 4z,
Dérivation.
Exercice 8

Etudier et calculer les dérivées de fonctions suivantes :

1. f définie par f(z) = e”.
9 On montre facilement que f est différentiable car les dp existent et sont continues.

9 fvérifient les conditions de Cauchy-Riemann donc on peut facilement calculer la dérivée.
2. g définie par g(z) = e*.

ez _g—iz
2i
elz yo—iz

2

3. h définie parh(z) = sinz =

4. k définiepark(z) =cosz =

 définie par I(z) = tan z.
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d 1
Fp tanzy =

cos? z,

6. m définie par m(z) = z1/2.

La fonction m est dite multimorphe car elle posséde 2 déterminations possibles. On doit se
restreindre a une seule branche.

1
Onsaitquelafonctionz - f(z)=Z=znn’ est pas cl airement défi

f(2) correspond au(x) complexe(s) Z = pe't tels que Z" = z = re®

Soit :

(peit)n = relf

1
{ p:rn
nt =60+ 2kn

1

p=rn
0 2km
t=—+—
n n

1
. =1rn
Donc tous les nombres Z = pe't tels que p 0 kg aveck € {0,1,..,n—1},

n n

vérifient, Z" = z et sont donc images par f de z.

Ici par exemple z = 1 = ¢! a deux images possibles,

Z=e%=10ouZ=e™ =—1 vérifient, Z? = 1 et sont donc images par f de z.

1 Considérons la branche de w = z'/%pour laquelle w = 1 pour z = 1.

, d d . 0z
Alors w? =z u, — W) =—(z 2w = —
ors w d ou, P (w?) ™ (z) soit 2w ™
1 _ dw . a 1/2 _ 1
et 2w 9z soit 0z z T 27172
I Considérons la branchedew = z/2pour laquelle w = —1 pour z = 1.
' d d 0z
2 ~\ 2 .

=Z B — =—I(z 2 = —
Alors w d ou, ™ (w?) > (z) soit 2w ™

1 ow . a 1/2 _ 1
et 2w 9z soit {4 z T 27172

Ladérivéen ' e X i S t .¢Poingt des bramdhem®nt » )
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7. L définie par L(z) = Log z.

0z

’\
w=Logz,dou z=¢e" et —=¢e" =z
ow

donc

Le résultat est valable quellequesoitl a br anche consi dér ée mai s

de branchement z = 0.
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