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TD n°5 : Résidus - Correction

Prolongement analytique

Exercice 1:
Montrer que les séries suivantes sont des prolongements analytiques I'une de I'autre.

_ ()
2+1 :0(2_)+1

Montrer que les séries (a) nZn BT PG

lytiques I’une de l'autre.

et (D) 2 {me i sont des prolongements ana-

(a) D’aprés le critére de d’Alembert, la série converge pour |z | < 2 [région ombrée dans la figure 6.6]. Dans
ce cercle la série [qui est une série géométrique de premier terme 1/2 et de raison z[2] est convergente

Iy K.
1 —%Z2 g—2

et représente la fonction

v
e
() D’aprés le critére de d’Alembert la série converge pour% ;_: <1 il =%
Le.fz—1| <afS [vmr figure 6.6]. Dans ce cercle la série [qui V5
est une série geomcmque de premier terme 1/(2 — i) et de rai-
son (z — {)/(2 — i)] converge et représente la fonction ‘ %
1/(2 —4) = =
1—G@-di2—9 2-z &%
Les séries entieres représentent la meme fonction dans la el =2
partic commune aux deux domaines de conveigence limités
par les cercles |z| = 2 et |z —i| =+/5 on en déduit que cha- -
cune est un prolongement analytique de Pautre. Fig.6-6
; -
Calcul de résidus
Résidus.
Soit f est analytique partout a I'intérieur, et sur une courbe fermée simple exceptéen = (qui

est un pole d’ordre n).

- _ - 2
= + + + g+ 3 + 5 +

1% =2

o 1 H
2°) = — |I£n
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Exercice 2 :

Trouver les résidus des fonctions données aux pdles précisés.

2

e = 6 - 2, =
— 2 ( 2+ l)
> ! 0 0,-2
e e — =0,-
(+2)3
e = — 0 =3
( -23)?

é = 0 =5
1°)
Lerésidudefen =2 est: lim _ -2 () = g

L. , 1-2
Lerésidudefen = est: lim - () = o
Lerésidudefen = - est: lim _ + () = 1102
2°)
Lerésidudegen =0 est: lim () =%

- _ 1. 2 3 1 2 _ 1
Le résidudegen = —2 est: - lim __, — +2° () = > Ililj2 == |73
3°)
Le résidudehen = 3 est:

1, .

o Im 5 — =32 () =lm  + =[F+3 3]
4°)
Lerésidudeken =5 est:

I 5 I > I l ! 1

im - = lim ——- im cos = lim — -1 =
-5 ( ) -5 Sin -5 -5 COS
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Exercice 3 :
Trouver les résidus des fonctions données aux péles a distances finis.

e _ 2-2

1.  définie par TR

2. définie par =
(2) f(z) posséde un pdle double en z = — 1 et des pdles simples en z = £ 27,
Meérhode 1.
Le résidu enz = —1 est

R S SN e (2 4)2z—2) — (2—22)(2) _ _14
,E’."Lﬁd—z{‘z PN GRIRETE] . e @ 2

Le résidu en z = 2i est
{ —2i) » 22 TR o, Tl | U i =
G=2) e Pea—neren| =~ @+12@) 25

\

lim
2= 21

Le résidu enz = —2i est

S LS 2—22 __ —4+di _ 1=
RN L R PR VP 1P 1) R TR S VT ) %5
Meéthode 2.
Lerésiduenz = 2iest
. Ja—2nt—20] _ [, 22-2\[. =z-2i
dmlcFnETe[ " lim T+ \,“.'.'}; Z+4
= o R U "o > O .-
(2i4+1)2 reni2z (2i+1)2 4 25
d’aprés la régle de L'Hospital. De mé&me en remplagant i par — { nous pouvons obtenir le residu en z = — 21,
e* -
&) f(z) = — posséde des pdles doubles en z =0, %7, £2m,...,ie. z = mu avec m = 0 FY 220
sin-<z
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Méthode 1.

Le résidu en z = m7 est

e e e?
zl-l'x:w 11 dz {(: s 8in® z}
e*[(z —mn)?sinz + 2(z— mr)sinz — 2(z —mr)® cos 2|
= M sin? z

Enposantz —mm = uwou z = u + mm, cette limite peut &tre écrite sous la forme
{uz sinu + 2usinu — 2u® cos u}

Hm er+mm

Bl sindu

. ursinu + 2usine — 2u? cosu
= e®7< lim :
u—+D sind u

On peut utiliser la régle de L'Hospital,toutefois il est plus simple de remarquer d’abord que

3
lim — 3 = lim( - ) = 1 et de mettre 'expression considérée sous la forme
u-+0 81N w0\ SIN W

: w'sinu + 2usinu — 212 cosu  wd
€™ lim .

=0 ud sindu

=  em7ljm Y Sinu + 2usinu — 2u’cosu
u—0 us
en utilisant plusicurs fois la régle de L’Hospital. On peut également pour chercher cette limite, utiliser les
développements sinu =u — u3/3! + - cosu=1—u/2! +--

= emr

Méthode 2 (a l'aide des séries de Laurent)
Cette méthode consiste 3 développer f(z) =~ST§;—; en série de Laurent dans le voisinage de z = m7 et

a chercher le coefficient de qui est le résidu demandé. On pose pour simplifier les calculs, z = mn + =

Z—mn
On doit alors développer la fonction en série de Laurent dans le voisinage de u = 0 ; la fonction considérée
emmu _ emm ou

prend alors la forme - A laide des développements de Maclaurin de ¥ et sinu on

A sin® (mw+u)  sin2 u
trouve par division

2 3 2
M Gl e“'(l+u+;—l+%+---> e""<1+u+1‘§-+--->
—,—5‘—' — = — .
sin” u wd 2 X e ut %
(" 37 51 > “'(1_E+f23"">
r
e"l'<l+u+-2'£‘—+-~-> s o nt
= 5 — eﬂ'ﬂ(—§+—+-—+§‘+"')
u:(l—ﬁ-}-i—u:-'----) * ¥ 6
3 45
le résidu est donc e™7. I
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Théoreme des Résidus.

Théoréeme des Résidus.

Soit f est analytique partout a I'intérieur, et sur une courbe fermée simple excepté en un nombre
fini de péles a, b, c ... intérieursa  alors::

Exercice 4 :

Reprendre les fonctions de I'exercice 2 et calculer :

1. pour  définie par ) =2 ) =10
2. pour  définie par ) =1 ) =3
3. pour  définie par ) =4
1°)
_ 1-2 | 1+2 2
a) =2 St TE
4 1-2 1+2
b) =2 gttt T
2°)

)
—
1
N
o~
1l
1]

_ 1_1 _
0 =2 i-i-D
3%)

a) =2 3+3°73
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Exercice 5:

Calculer pour  définie par ) = g ) =10
ST C1( +3)e
1 Lerésiduaupdblesimple = lest: lim _; () =\
P A 1 . 2 -5 -3
1 Lerésiduaupbledouble = -3est:— lm 3 — +3° () = |-
-3 _ o
3 =3 =2 %7
- _ -5 3 _ -5 3
b) =10 =2 t—Q = -
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