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Interrogation de T.D. n°2 : IPSA. Maths Spé  

Exercice 1. 

¶ On introduit la fonction de changement de variable notée ɮ. 

Ici on a :   ὼ,ώ = (ὼ+ ώ ;ὼ ώ) = (ό,ὺ)  La fonction ɮ est un C
1
 difféomorphisme de ᴙ²  dans ᴙ². 

On a alors : 
ό= ὼ+ ώ 
ὺ= ὼ ώ et donc  

ὼ=  
ό+ὺ

2
 

ώ=
ό ὺ

2

 

¶ On procède au changement de variable. 

Effectuer un changement de variable consiste à chercher une fonction Ὣ : ό,ὺ Ὣ(ό,ὺ)  de classe ὅ1 sur ᴙ² telle que la 

fonction composée Ὢ= Ὣέ  vérifie la condition donnée (E). 

¶ Utilisation des matrices jacobiennes. 

Ὢ= Ὣέ   et donc  

ꞌὪ ὼ,ώ =  ꞌὫ ὼ,ώ × ꞌ  ὼ,ώ 

Soit puisque  ὼ,ώ = (ό,ὺ) ,  

ꞌὪ ὼ,ώ =  ꞌὫό,ὺ × ꞌ  ὼ,ώ 

hƴ ƻōǘƛŜƴǘ ƭΩŞƎŀƭƛǘŞ :  

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  ×  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬ 1

‬ὼ
ὼ,ώ

‬ 1

‬ώ
ὼ,ώ

‬ 2

‬ὼ
ὼ,ώ

‬ 2

‬ώ
ὼ,ώ
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Ce qui donne :  

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  ×  

1 1
1 1

 

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  

Et donc par identification :  

ừ
Ừ

ứ
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ

 

¶ On remplace les dérivées partielles de Ὢ par celles de Ὣ Řŀƴǎ ƭΩŜȄǇǊŜǎǎƛƻƴ ŘŜ ŘŞǇŀǊǘ ό9ύΦ 

(E) devient alors :    
‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  

et donc :     2
‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ = 0  

La fonction g ne dépend donc pas de u, elle est de la forme Ὣ(ό,ὺ)  =  Ὤ(ό)  où Ὤ est une fonction de classe ὅ1  
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5ƻƴŎΣ ƭŜǎ ǎƻƭǳǘƛƻƴǎ ŘŜ ƭΩ95t ǎƻƴǘ ƭŜǎ ŦƻƴŎǘƛƻƴǎ ╒  de la forme : █(●,◐)  =  ▐(●+ ◐)  puisque  ◊= ●+ ◐ . 

¦ƴ ŜȄŜƳǇƭŜ ŘŜ ŦƻƴŎǘƛƻƴ ǉǳƛ Ŝǎǘ ǎƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞǉǳŀǘƛƻƴ Ŝǎǘ : █●,◐ = ἭὀἸ●+ ◐  

On a alors :  
⸗█

⸗●
 ●,◐ =  

⸗█

⸗◐
 ●,◐ =  ἭὀἸ●+ ◐ 

Exercice 2. 

¶ Ḋ arc AB :  

[Ŝ ŎŜǊŎƭŜ / Ŝǎǘ ŘΩŞǉǳŀǘƛƻƴ : ὼ² + ώ² = 4 

Par passage en coordonnées polaires, 
ὼ=   ὼὸ= 2 cosὸ
ώ=   ώὸ= 2 sinὸ

  avec ὸ qui varie de 0 à 
“

2
.    

Donc  
ὼᴂὸ= 2 sinὸ 
ώᴂὸ= 2 cosὸ 

 

¶ /ŀƭŎǳƭ ŘŜ ƭΩƛƴǘŞƎǊŀƭŜ ŎǳǊǾƛƭƛƎƴŜ. 

Ὅ=  4 cosὸ ίὭὲὸ ὸ ( 2 sinὸ) + 2ίὭὲὸ ὸ (2 cosὸ)

“
2

0

 Ὠὸ=
8

3
ίὭὲ3 ὸ+  2 ίὭὲ² ὸ

0

“
2

=  

 

Exercice 3. 

Le domaine D correspond aux points extérieurs au cercle C de centre O et de rayon 1, qui sont intérieur au carré O, (1 ;0) 

(1 ;1), (0 ;1). Pour x qui varie de 0 à 1, y varie de 1 ὼ² à 1 

ὑ=
ὼώ

1 + ὼ² + ώ²
 ὨὼὨώ

Ὀ

= ὼ
1

0

ώ

1 + ὼ² + ώ²

1

1 ὼ²

ὨώὨὼ 

ὑ=
ὼ

2
 ὰὲ(ὼ2 + ώ2 + 1)

1 ὼ²

1
1

0

 Ὠὼ  

2 × ὑ= ὼὰὲ
ὼ² + 2

2

1

0

 Ὠὼ  

Par IPP :  

2 × ὑ= ὼὰὲ
ὼ² + 2

2

1

0

=
ὼ2

2
ὰὲ
ὼ² + 2

2
0

1

 
ὼ2

2
×

2ὼ

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

  

2 × ὑ=
1

2
ὰὲ

3

2

ὼ3

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

 

Calculons ᷿
●

●+
▀●. 

ὼ3

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

=  
ὼ3 + 2ὼ 2ὼ

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

=  
ὼ(ὼ2 + 2) 2ὼ

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

=  ὼ
2ὼ

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

=
ὼ2

2
ln (ὼ2 + 2)

0

1

 

ὼ3

ὼ² + 2
Ὠὼ

1

0

=  ln 3 + ln 2 +
1

2
 

Donc on obtient :  2 × ὑ=
1

2
ὰὲ

3

2
ln 3 + ln 2 +

1

2
 ίέὭὸ   ╚= ■▪  
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Interrogation de T.D. n°2 : IPSA. Maths Spé  

Nom :  

Exercice 1. 

¶ On introduit la fonction de changement de variable notée ɮ. 

Ici on a :   ὼ,ώ = (5ὼ+ 3ώ ;ὼ ώ) = (ό,ὺ)  La fonction ɮ est un C
1
 difféomorphisme de ᴙ²  dans ᴙ². 

On a alors : 
ό= 5ὼ+ 3ώ 
ὺ= ὼ ώ

  

¶ On procède au changement de variable. 

Effectuer un changement de variable consiste à chercher une fonction Ὣ : ό,ὺ Ὣ(ό,ὺ)  de classe ὅ1 sur ᴙ² telle que la 

fonction composée Ὢ= Ὣέ  vérifie la condition donnée (E). 

¶ Utilisation des matrices jacobiennes. 

Ὢ= Ὣέ   et donc  ꞌὪ ὼ,ώ =  ꞌὫ ὼ,ώ × ꞌ  ὼ,ώ 

Soit puisque  ὼ,ώ = (ό,ὺ) ,  on a  ꞌὪ ὼ,ώ =  ꞌὫό,ὺ × ꞌ  ὼ,ώ 

hƴ ƻōǘƛŜƴǘ ƭΩŞƎŀƭƛǘŞ :  

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  ×  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬ 1

‬ὼ
ὼ,ώ

‬ 1

‬ώ
ὼ,ώ

‬ 2

‬ὼ
ὼ,ώ

‬ 2

‬ώ
ὼ,ώ
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Ce qui donne :  

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  ×  

5 3
1 1

 

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  5

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ ;  3

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  

Et donc par identification :  

ừ
Ừ

ứ
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ =  5

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  3

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ

 

¶ On remplace les dérivées partielles de Ὢ par celles de Ὣ Řŀƴǎ ƭΩŜȄǇǊŜǎǎƛƻƴ ŘŜ ŘŞǇŀǊǘ ό9ύΦ 

3
‬Ὢ

‬ὼ
 ὼ,ώ = 5 

‬Ὢ

‬ώ
 ὼ,ώ ḊὉ  (E) devient alors :  15

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ + 3 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ =  15

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ 5 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  

et donc :    8 
‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ = 0  

La fonction g ne dépend donc pas de u, elle est de la forme Ὣ(ό,ὺ)  =  Ὤ(ό)  où Ὤ est une fonction de classe ὅ1  

5ƻƴŎΣ ƭŜǎ ǎƻƭǳǘƛƻƴǎ ŘŜ ƭΩ95t ǎƻƴǘ ƭŜǎ ŦƻƴŎǘƛƻƴǎ ╒  de la forme : █(●,◐)  =  ▐( ●+ ◐)  puisque  ◊= ●+ ◐ . 



Site : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_spe.html 

Exercice 2. 

¶ Ḋ ƭΩŀǊŎ ŘŜ ǇŀǊŀōƻƭŜ :  

Sur cet arc, 
ὼ= 2ώ² 1
ώ ὺὥὶὭὩ ὨὩ 1 à 0

  Le paramétrage est donc : 
ὼ=   ὼὸ= 2ὸ² 1
ώ=   ώὸ= ὸ

soit :  
  ὼᴂὸ= 4ὸ

  ώᴂὸ= 1
 

 

¶ /ŀƭŎǳƭ ŘŜ ƭΩƛƴǘŞƎǊŀƭŜ ŎǳǊǾƛƭƛƎƴŜ. 

Ὅ=  ώ²Ὠὼ+ ὼ²Ὠώ

ɜ

= ὸ² 4ὸὨὸ+ 2ὸ² 1 ²Ὠὸ=  
4ὸ5

5
+ ὸ4

4ὸ3

3
+ ὸ

1

0

=  
0

1

 

Exercice 3. 

1. Calculons ╘ὃ2
 = Ḁ (● ◐)

═
 ▀●▀◐   

Sur ὃ2 on a 
0 ὼ 1
ὼ ώ ὼ

 donc Ὅὃ2
 = Ḁ (ὼ2 ώ)

ὃ2
 ὨὼὨώ= ᷿ ᷿ (ὼ2 ώ) Ὠώ

ὼ

ὼ

1

0
 Ὠὼ=   

 

2. Calculons ╘ὃ3
 = Ḁ (● ◐)

═
 ▀●▀◐   

 

On effectue un changement de variable en coordonnées polaires. 

Posons 
ὼ= ὶcosὸ
ώ= ὶsinὸ  et donc   ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ ŘŜ Ὀ =  [0 ; 1] × [

“

4
 ;
“

4
]  dans ὃ3, définie par :   ὶ,ὸ=  

ὶcosὸ
ὶsinὸ

. 

  est ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ une bijection et est de classe C
1
(D) (cas où r=0, t quelconque) mais on peut tout de même faire ce 

ŎƘŀƴƎŜƳŜƴǘ ŘŜ ǾŀǊƛŀōƭŜǎ Ŝƴ Ǌŀƛǎƻƴƴŀƴǘ ǎǳǊ ƭΩƛƴǘŞǊƛŜǳǊ ŘŜ 5Φ  

On sait que detὐ‰ὶ,ὸ=  
cosὸ ὶsinὸ
ίὭὲὸ ὶcosὸ

= ὶ 

Ὅὃ3
 = (ὼ2 ώ)

ὃ3

 ὨὼὨώ= Ὢ  ὶ,ὸ
Ὀ

× ȿὨὩὸ ὐ (ὶ,ὸ)ȿ ὨὶὨὸ=  Ὢ  ὶ,ὸ
Ὀ

× ȿὨὩὸ ὐ (ὶ,ὸ)ȿ ὨὶὨὸ 

Ὅὃ3
 = (ὼ2 ώ)

ὃ3

 ὨὼὨώ=  ὶ3ὧέί² ὸ ὶ² sinὸ Ὠὸ

“
4

“
4

Ѝ2

0

Ὠὶ  

Or  ὶ3ὧέί² ὸ ὶ² sinὸ=  
ὶ3

2
cos2ὸ+ 1 ὶ² sinὸ 

Ὅὃ3
 =

ὶ3

2

 sin 2ὸ

2
+  ὸ+ ὶ2 cosὸ

“
4

“
4Ѝ2

0

Ὠὶ=  
ὶ3

2

 sin 2ὸ

2
+  ὸ+ ὶ2 cosὸ

“
4

“
4Ѝ2

0

Ὠὶ=
“+ 2

4
 ὶ3

Ѝ2

0

  Ὠὶ 

╘═ =
Ⱬ

+  

3. Calculons ╘ὃ1
 = Ḁ (● ◐)

═
 ▀●▀◐   

En appliquant la relation de Chasles pour les intégrales doubles on a facilement Ὅὃ1
=  Ὅὃ3

Ὅὃ2
=
“

4
+

1

2

1

2
=  
Ⱬ
  

O

A=(1,1)

OO

(A3)

B


