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Interrogation de T.D. n°2 : IPSA. Maths Spé 𝟏  

Exercice 1. 

 On introduit la fonction de changement de variable notée Φ. 

Ici on a :  𝛷 𝑥, 𝑦 = (𝑥 + 𝑦 ; 𝑥 − 𝑦) = (𝑢, 𝑣)  La fonction Φ est un C
1
 difféomorphisme de ℝ²  dans ℝ². 

On a alors :  
𝑢 = 𝑥 + 𝑦 
𝑣 = 𝑥 − 𝑦

  et donc   
𝑥 =  

𝑢+𝑣

2
 

𝑦 =
𝑢−𝑣

2

  

 On procède au changement de variable. 

Effectuer un changement de variable consiste à chercher une fonction 𝑔 :  𝑢, 𝑣 ⟼ 𝑔(𝑢, 𝑣) de classe 𝐶1 sur ℝ² telle que la 

fonction composée 𝑓 = 𝑔𝑜𝛷 vérifie la condition donnée (E). 

 Utilisation des matrices jacobiennes. 

𝑓 = 𝑔𝑜𝛷  et donc  

𝒥𝑓   𝑥, 𝑦 =  𝒥𝑔 𝛷 𝑥, 𝑦  × 𝒥𝛷 𝑥, 𝑦  

Soit puisque 𝛷 𝑥, 𝑦 = (𝑢, 𝑣),  

𝒥𝑓   𝑥, 𝑦 =  𝒥𝑔 𝑢, 𝑣 × 𝒥𝛷 𝑥, 𝑦  

On obtient l’égalité :  

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦  ; 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  =   

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  ;  

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   ×  

 
 
 
 
 
𝜕𝛷1

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦 

𝜕𝛷1

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 

𝜕𝛷2

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦 

𝜕𝛷2

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 

 
 
 
 
 

 

Ce qui donne :  

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦  ;  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  =   

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  ; 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   ×  

1 1
1 −1

  

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦  ; 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  =   

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  + 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  ;  

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  −  

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   

Et donc par identification :  

 
 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦 =  

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  + 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 =  

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  −  

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣 

  

 On remplace les dérivées partielles de 𝑓 par celles de 𝑔 dans l’expression de départ (E). 

(E) devient alors :    
𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  + 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  =  

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  −  

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   

et donc :     2
𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  = 0  

La fonction g ne dépend donc pas de u, elle est de la forme 𝑔(𝑢, 𝑣)  =  𝑕(𝑢) où 𝑕 est une fonction de classe 𝐶1  
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Donc, les solutions de l’EDP sont les fonctions 𝑪𝟏 de la forme : 𝒇(𝒙, 𝒚)  =  𝒉(𝒙 + 𝒚)  puisque  𝒖 = 𝒙 + 𝒚 . 

Un exemple de fonction qui est solution de l’équation est : 𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝐞𝐱𝐩 𝒙 + 𝒚   

On a alors :  
𝝏𝒇

𝝏𝒙
  𝒙, 𝒚 =  

𝝏𝒇

𝝏𝒚
  𝒙, 𝒚 =  𝐞𝐱𝐩 𝒙 + 𝒚  

Exercice 2. 

 𝚪 ∶ arc AB :  

Le cercle C est d’équation : 𝑥² + 𝑦² = 4 

Par passage en coordonnées polaires,  
𝑥 =   𝑥 𝑡 = 2 cos 𝑡
𝑦 =   𝑦 𝑡 = 2 sin 𝑡

   avec 𝑡 qui varie de 0 à 
𝜋

2
.    

Donc   
𝑥′ 𝑡 = −2 sin 𝑡 
𝑦′ 𝑡 = 2 cos 𝑡 

  

 Calcul de l’intégrale curviligne. 

𝐼 =    4 cos 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑡 (−2 sin 𝑡) + 2𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑡 (2 cos 𝑡) 

𝜋
2

0

 𝑑𝑡 =  −
8

3
𝑠𝑖𝑛3 𝑡 +  2 𝑠𝑖𝑛²  𝑡  

0

𝜋
2

= −
𝟐

𝟑
 

 

Exercice 3. 

Le domaine D correspond aux points extérieurs au cercle C de centre O et de rayon 1, qui sont intérieur au carré O, (1 ;0) 

(1 ;1), (0 ;1). Pour x qui varie de 0 à 1, y varie de  1 − 𝑥² à 1 

𝐾 =  
𝑥𝑦

1 + 𝑥² + 𝑦²
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=  𝑥
1

0

   
𝑦

1 + 𝑥² + 𝑦²
 

1

 1−𝑥²

𝑑𝑦 𝑑𝑥 

𝐾 =  
𝑥

2
  𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2 + 1) 

 1−𝑥²

1
1

0

 𝑑𝑥  

2 × 𝐾 =  𝑥 𝑙𝑛  
𝑥² + 2

2
 

1

0

 𝑑𝑥  

Par IPP :  

2 × 𝐾 =  𝑥 𝑙𝑛  
𝑥² + 2

2
 

1

0

=  
𝑥2

2
𝑙𝑛  

𝑥² + 2

2
  

0

1

−  
𝑥2

2
×

2𝑥

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

  

2 × 𝐾 =
1

2
𝑙𝑛  

3

2
 −  

𝑥3

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

 

Calculons  
𝒙𝟑

𝒙𝟐+𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎
. 

 
𝑥3

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

=   
𝑥3 + 2𝑥 − 2𝑥

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

=   
𝑥(𝑥2 + 2) − 2𝑥

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

=   𝑥 −
2𝑥

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

=  
𝑥2

2
− ln⁡(𝑥2 + 2) 

0

1

 

 
𝑥3

𝑥² + 2
𝑑𝑥

1

0

=  − ln 3 + ln 2 +
1

2
 

Donc on obtient :  2 × 𝐾 =
1

2
𝑙𝑛  

3

2
 −  − ln 3 + ln 2 +

1

2
  𝑠𝑜𝑖𝑡   𝑲 =

𝟑

𝟒
𝒍𝒏  

𝟑

𝟐
 −

𝟏

𝟒
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Interrogation de T.D. n°2 : IPSA. Maths Spé 𝟐  

Nom :  

Exercice 1. 

 On introduit la fonction de changement de variable notée Φ. 

Ici on a :  𝛷 𝑥, 𝑦 = (5𝑥 + 3𝑦 ; 𝑥 − 𝑦) = (𝑢, 𝑣)  La fonction Φ est un C
1
 difféomorphisme de ℝ²  dans ℝ². 

On a alors :  
𝑢 = 5𝑥 + 3𝑦 

𝑣 = 𝑥 − 𝑦
   

 On procède au changement de variable. 

Effectuer un changement de variable consiste à chercher une fonction 𝑔 :  𝑢, 𝑣 ⟼ 𝑔(𝑢, 𝑣) de classe 𝐶1 sur ℝ² telle que la 

fonction composée 𝑓 = 𝑔𝑜𝛷 vérifie la condition donnée (E). 

 Utilisation des matrices jacobiennes. 

𝑓 = 𝑔𝑜𝛷  et donc  𝒥𝑓   𝑥, 𝑦 =  𝒥𝑔 𝛷 𝑥, 𝑦  × 𝒥𝛷 𝑥, 𝑦  

Soit puisque 𝛷 𝑥, 𝑦 = (𝑢, 𝑣),  on a  𝒥𝑓   𝑥, 𝑦 =  𝒥𝑔 𝑢, 𝑣 × 𝒥𝛷 𝑥, 𝑦  

On obtient l’égalité :  

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦  ;  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  =   

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  ; 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   ×  

 
 
 
 
 
𝜕𝛷1

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦 

𝜕𝛷1

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 

𝜕𝛷2

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦 

𝜕𝛷2

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 

 
 
 
 
 

 

Ce qui donne :  

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦  ; 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  =   

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  ;  

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   ×   

5 3
1 −1

  

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦  ;  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  =   5

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  + 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  ;  3

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  − 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   

Et donc par identification :  

 
 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥, 𝑦 =  5

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  + 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 =  3

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  − 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣 

  

 On remplace les dérivées partielles de 𝑓 par celles de 𝑔 dans l’expression de départ (E). 

3
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  𝑥, 𝑦 = 5 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
  𝑥, 𝑦 ∶  𝐸   (E) devient alors :  15

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  + 3 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  =  15

𝜕𝑔

𝜕𝑢
 𝑢, 𝑣  − 5 

𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣   

et donc :    8 
𝜕𝑔

𝜕𝑣
 𝑢, 𝑣  = 0  

La fonction g ne dépend donc pas de u, elle est de la forme 𝑔(𝑢, 𝑣)  =  𝑕(𝑢) où 𝑕 est une fonction de classe 𝐶1  

Donc, les solutions de l’EDP sont les fonctions 𝑪𝟏 de la forme : 𝒇(𝒙, 𝒚)  =  𝒉(𝟓𝒙 + 𝟑𝒚)  puisque  𝒖 = 𝟓𝒙 + 𝟑𝒚 . 



Site : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_spe.html 

Exercice 2. 

 𝚪 ∶ l’arc de parabole :  

Sur cet arc,  
𝑥 = 2𝑦² − 1

𝑦 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑒 𝑑𝑒 1 à 0
   Le paramétrage est donc :  

𝑥 =   𝑥 𝑡 = 2𝑡² − 1
𝑦 =   𝑦 𝑡 = 𝑡

 soit :   
  𝑥′ 𝑡 = 4𝑡

  𝑦′ 𝑡 = 1
  

 

 Calcul de l’intégrale curviligne. 

𝐼 =   𝑦²𝑑𝑥 + 𝑥²𝑑𝑦

Γ

=  𝑡²  4𝑡𝑑𝑡 +  2𝑡² − 1  ²𝑑𝑡 =   
4𝑡5

5
+ 𝑡4 −

4𝑡3

3
+ 𝑡 

1

0

=  −
𝟐𝟐

𝟏𝟓

0

1

 

Exercice 3. 

1. Calculons 𝑰𝐴2
 =  (𝒙𝟐 − 𝒚)

𝑨𝟐
 𝒅𝒙𝒅𝒚   

Sur 𝐴2 on a  
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

−𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥
  donc 𝐼𝐴2

 =  (𝑥2 − 𝑦)
𝐴2

 𝑑𝑥𝑑𝑦 =    (𝑥2 − 𝑦) 𝑑𝑦
𝑥

−𝑥
 

1

0
 𝑑𝑥 =

𝟏

𝟐
  

 

2. Calculons 𝑰𝐴3
 =  (𝒙𝟐 − 𝒚)

𝑨𝟑
 𝒅𝒙𝒅𝒚   

 

On effectue un changement de variable en coordonnées polaires. 

Posons  
𝑥 = 𝑟 cos 𝑡
𝑦 = 𝑟 sin 𝑡 

  et donc 𝛷 l’application de 𝐷 =  [0 ; 1] × [−
𝜋

4
 ;

𝜋

4
] dans 𝐴3, définie par :  𝛷 𝑟, 𝑡 =   

𝑟 cos 𝑡
𝑟 sin 𝑡

 . 

𝛷 est n’est pas une bijection et est de classe C
1
(D) (cas où r=0, t quelconque) mais on peut tout de même faire ce 

changement de variables en raisonnant sur l’intérieur de D.  

On sait que det 𝐽𝜙 𝑟, 𝑡 =  
cos 𝑡 −𝑟 sin 𝑡
𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑟 cos 𝑡

 = 𝑟  

𝐼𝐴3
 =  (𝑥2 − 𝑦)

𝐴3

 𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑓  𝛷 𝑟, 𝑡  
𝐷

×  𝑑𝑒𝑡 𝐽𝛷(𝑟, 𝑡)  𝑑𝑟𝑑𝑡 =   𝑓  𝛷 𝑟, 𝑡  
𝐷

×  𝑑𝑒𝑡 𝐽𝛷(𝑟, 𝑡)  𝑑𝑟𝑑𝑡 

𝐼𝐴3
 =  (𝑥2 − 𝑦)

𝐴3

 𝑑𝑥𝑑𝑦 =      𝑟3𝑐𝑜𝑠² 𝑡 − 𝑟² sin 𝑡  𝑑𝑡

𝜋
4

−
𝜋
4

 
 2

0

𝑑𝑟  

Or  𝑟3𝑐𝑜𝑠² 𝑡 − 𝑟² sin 𝑡 =  
𝑟3

2
 cos 2𝑡 + 1 − 𝑟² sin 𝑡 

𝐼𝐴3
 =   

𝑟3

2
 

 sin 2𝑡

2
+  𝑡 + 𝑟2 cos 𝑡 

−
𝜋
4

𝜋
4 2

0

𝑑𝑟 =    
𝑟3

2
 

 sin 2𝑡

2
+  𝑡 + 𝑟2 cos 𝑡 

−
𝜋
4

𝜋
4 2

0

𝑑𝑟 =   
𝜋 + 2

4
 𝑟3 

 2

0

  𝑑𝑟 

𝑰𝑨𝟑
=

𝝅

𝟒
+

𝟏

𝟐
 

3. Calculons 𝑰𝐴1
 =  (𝒙𝟐 − 𝒚)

𝑨𝟏
 𝒅𝒙𝒅𝒚   

En appliquant la relation de Chasles pour les intégrales doubles on a facilement 𝐼𝐴1
=  𝐼𝐴3

− 𝐼𝐴2
=

𝜋

4
+

1

2
−

1

2
=  

𝝅

𝟒
  

O

A=(1,1)

OO

(A3)

B


