Interrogation de T.D. n°2 : IPSA. Maths Spé

Exercice 1.

e  Onintroduit la fonction de changement de variable notée ®.

Iciona: |<D(x, V=x+y;x—y)=(u v)| La fonction @ est un C' difféomorphisme de R? dans R
x =
Onaalors: {u _ X7 etdonc uiv
v=x-Yy y=—
2

e  On procéde au changement de variable.

Effectuer un changement de variable consiste a chercher une fonction g : (u, v) — g(u, v) de classe C! sur R? telle que la

fonction composée f = go® vérifie la condition donnée (E).

. Utilisation des matrices jacobiennes.

f = go® etdonc
Jr (6,y) = Jg(@(x,3)) X Jo (x,y)
Soit puisque @ (x,y) = (u,v),
Jr 6 y) = Jg(w,v) X Jp(x,y)

On obtient I'égalité :

aq>1 a<1>1
(x y); —( ,Y) —(u v); —U(u,v) a(p a(p
2 2

(x y) (x y)

Ce qui donne :
dg dg
(—f(x »); f( y)) = (—(u v); —(u V)> E _11]

0 d d
(1@y) f(y0=<5§wm)+5%wm)5ﬁ( )——4uw>

Et donc par identification :

0 0
T =Lww + 2w

ou dv

of _ 09 ag
@(x.y) = —Wwv) - -—Wwv)

e  Onremplace les dérivées partielles de f par celles de g dans I'expression de départ (E).

. . ag ag _dg _ dg
(E) devient alors : ™ (u,v) + o (u,v) = F (u,v) P (u,v)
. 99 —
et donc: 2 5 (w,v) =0

La fonction g ne dépend donc pas de u, elle est de la forme g(u, v) = h(u) ol h est une fonction de classe C!
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Un exemple de fonction qui est solution de I’équation est : f(x,y) = exp(x + y)

.o _ 9 -
Onaalors:  — (x,y) = 3 (x,y) = exp(x +y)

Donc, les solutions de 'EDP sont les fonctions C* de la forme : |f(x, y) = h(x+ y)| puisque u=x+y.

Exercice 2.

e T:arcAB:
Le cercle C est d’équation : x* + y? = 4
, , x = x(t) =2cost
Par passage en coordonnées polaires, .
y = y(t) =2sint
x'(t) = —2sint
Done {y' (t) =2cost

e  Calcul de I'intégrale curviligne.

v

2 8
I = f [4 cost sint t (—2sint) + 2sint t (2 cost)] dt = —gsin3(t) + 2 sin® (t)
0

. . T
avec t qui variede 0 a >

[N

0

Exercice 3.

Le domaine D correspond aux points extérieurs au cercle C de centre O et de rayon 1, qui sont intérieur au carré O, (1 ;0)

(1;1), (0;1). Pour x quivariede 0a 1, yvariede y1 —x%?a1

K=ﬂ dedy=jlx jl (;>dy dx
b 1+x*+y? o Dyioe \1+x%+y?
1
K=f
0
1 x? + 2
2><K=fxln dx
0 2

Par IPP :

ZXK—Jll x2+2_le X2+ 2\]" flxzx Zxd
L) TR )], T L ™

2xi=im(d)- [ g
=227 ) 2™

N xR

[In(x? +y% + 1)]\1/1——952 dx

1«8
Calculons f; ——dx.

o3 1x3 4+ 2x — 2x Tx(x? +2) —2x
[ [z, [aern o,
0 X°+2 0o X*+2 o x>+ 2
A 3412+

- I + + =
fox2+2 * neTmeTy

Donc on obtient : 2><K=%ln@)—(—ln3+ln2+%) soit K=—ln(—)—

—fl G L |
x = Ox =12 x = |7 — Initk )0
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Nom :

Exercice 1.

e  Onintroduit la fonction de changement de variable notée ®.

Iciona: |¢J(x, y)=0Gx+3y;x—y) =(u, v)| La fonction @ est un C' difféomorphisme de R? dans R

u=>5x+3y

Onaalors:{
v=x-—Yy

. On procéde au changement de variable.

Effectuer un changement de variable consiste a chercher une fonction g : (u, v) — g(u, v) de classe C! sur R? telle que la
fonction composée f = go® vérifie la condition donnée (E).

. Utilisation des matrices jacobiennes.

f=go® etdonc Jr (x,y) = Jy(®(x, %)) X Jo (x,¥)
Soit puisque ®(x,y) = (u, v), ona Jr (0 y) = Jg(u,v) X Jp(x,y)
On obtient I'égalité :

6¢1 ]
Y|

( y) ( y)

f of ag a
(x,y); =—(x, y)) = < (u,v); (u v)) |
( % o 2% ) ad’z e )

Ce qui donne :
] 0
(—f(x ¥); f( y)) = <£(u,v): %(wﬂ) x [i _31]

<f( oL —f(xy>) (5—( W+ P3P, )—%(um))

Et donc par identification :

{ﬂ(x ) = Sa—g(u V) + a—g(u v)

(Zen=3Zawn - Law

e  Onremplace les dérivées partielles de f par celles de g dans I'expression de départ (E).

af (x,y) = 5 (x y) : (E) (E) devient alors : 15 89 (u v) +3 g (u v) = 153—5(11,17) -5 Z—i(u,v)

. 99 _
et donc: 8 ™ (w,v) =0

La fonction g ne dépend donc pas de u, elle est de la forme g(u, v) = h(u) ol h est une fonction de classe C!

Dong, les solutions de 'EDP sont les fonctions C! de la forme :|f(x, y) = h(5x + 3y)| puisque u = 5x + 3y.

Site : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_spe.html




Exercice 2.

e T :larcde parabole:

Sur cet arc { x=2y* -1 Le paramétrage est donc : {x = x(0)=2¢~ 1soit : { x(t) = 4t
"lyvariede 120 P & y= y@®) =t ’ y'(t)=1
e  Calcul de I'intégrale curviligne.
0 5 3 0
4t 4t 22
1= fyzdx+x2dy =f t2(4tdt) + Q2 —1)%dt = |[—+t* ——+t| = |-
1 5 3 L 15

Exercice 3.

1. Calculons I, = ffAz(x2 —y) dxdy

0<x<1 1 1
donc Iy, = ff, (&% ) dudy = J, (/" (* =) dy) dx =

Sur A, ona{_xsny

2. Calculons I, = ffAs(xZ —y) dxdy

Ttate

o
5%
5%
P
ol
&
5

o
AR
2

e
..

On effectue un changement de variable en coordonnées polaires.

x =rcost
y =rsint

et donc @ 'applicationde D = [0;1] X [— = ;2] dans A3, définie par : ®(r,t) = (

rcost)
474 ’

Posons { .
rsint

@ est n’est pas une bijection et est de classe C'(D) (cas ol r=0, t quelconque) mais on peut tout de méme faire ce
changement de variables en raisonnant sur I'intérieur de D.

cost -—rsint
sint rcost

On sait que |det ]y (1, t) = | | =r

L, = jAa x%—y) dxdy=ﬂD f (@@, 0) x |det Jo(r, )| drdt = ﬂD f (@@, D) x |det Jo(r, )| drdt

V2l g
I, =J (x% —y) dxdy =j jn (r3cos®t —r*sint) dt | dr
A o \J%

3
Or r3cos*t —r’sint = %(cos 2t +1) —r’sint

s
I —Jﬁ r3<Sin2t+t)+ 2 tZ d —fﬁ r3(
A3—0 > > rcoslr—0 >
1

1,

=

V2 w4+ 2
drzj ( r3) dr
_n 0

sin2t+ t)+ 2 .
> T cos 2

3

n'+1
T4 2

3. Caleulons I, = ffAl(x2 —y) dxdy

N =

e
4

. . L . 1
En appliquant la relation de Chasles pour les intégrales doubles on a facilement | Iy, = Iy, — Iy, = % + 7=
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