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Interrogation de T.D. n°4 ς B : IPSA. Maths Spé - CORRECTION 

Exercice 1 : Question de cours. (4 points) 

1. 5ƻƴƴŜǊ ƭŀ ŘŞŦƛƴƛǘƛƻƴ Řǳ ǇǊƻŘǳƛǘ ǎŎŀƭŀƛǊŜ ŘΩǳƴ ŜǎǇŀŎŜ ŜǳŎƭƛŘƛŜƴ. 

On appelle produit scalaire sur E toute application ʒ : E²  Oᴙ telle que : pour tout ǾŜŎǘŜǳǊǎ ȄΣ ȅ Ŝǘ ȅΩ ŘŜ 9 Ŝǘ ƪ ǳƴ 

réel. 

a) ʒ est symétrique : • ὼ,ώ =  • (ώ,ὼ)  

b) ʒ est linéaire par rapport à la 2
ème

 variable :  • ὼ,Ὧώ+ ώᴂ=  Ὧ.• ὼ,ώ +  • ὼ,ώᴂ  

c) ʒ est positive : • ὼ,ὼ 0  

d) ʒ est définie : • ὼ,ὼ = 0 ᵾ ὼ= 0  

hƴ Řƛǘ ǉǳΩǳƴ ǇǊƻŘǳƛǘ ǎŎŀlaire sur un ᴙ-ev est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive. 

2.   

a. Que dire du déterminant ŘΩǳƴŜ ƛǎƻƳŞǘǊƛŜ ŘΩǳƴ ŜǎǇŀŎŜ ŜǳŎƭƛŘƛŜƴ ? 

[Ŝ ŘŞǘŜǊƳƛƴŀƴǘ ŘΩǳƴŜ ƛǎƻƳŞǘǊƛŜ Ǿŀǳǘ м ƻu -1 

b. Démontrer ce résultat. 

On a si ὃ= ὓὥὸὭ,Ὦ,Ὧ(Ὢ) est orthogonale, soit ὃὸὃ= ὍὨ . 

Alors : det ὃὸὃ = detὍὨ= 1  

Or det ὃὸὃ = det ὃὸ det ὃ et puisque det ὃὸ = det ὃ on obtient la relation 

det ὃ ² = 1 

[Ŝ ŘŞǘŜǊƳƛƴŀƴǘ ŘΩǳƴŜ ƛǎƻƳŞǘǊƛŜ Ǿŀǳǘ ŘƻƴŎ м ƻǳ -1. 

Exercice 2 : Isométries de ᴙ . (1+7+5=13 points) 

Soit E = ᴙ  un espace euclidien de base canonique ὄ= (Ὥ,Ὦ,Ὧ) , et A la matrice Řŀƴǎ ƭŀ ōŀǎŜ . ŘΩǳƴ ŜƴŘƻƳƻǊǇƘƛǎƳŜ Ŧ 

définie par :  

ὃ= ὓὥὸὭ,Ὦ,Ὧ(Ὢ) =
1

3

2 1 2
2 2 1
1 2 2

 

1. Montrer que A est orthogonale, que dire de f ?. 

ὃὸὃ= ὍὨ  donc A est orthogonale et f est une isométrie de E = ᴙ  

2. Montrer que f est une rotation,  

¶  det A= 1   Donc f isométrie directe (donc rotation) 

¶ f est une rotation par rapport à une droite vectorielle ╓ᴆ. 

¶ ╓ᴆ ÅÓÔ ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ ÄÅÓ ÉÎÖÁÒÉÁÎÔÓ ÄÅ f, déterminée par résolution de AX=X. 

╓ᴆ= ὛὉὖὃ,1 = ὠὩὧὸ 
1

Ѝ11

1
1
3

= ὠὩὧὸ(Ὅ),  vecteur normé 

¶ ,ȭÁÎÇÌÅ Ô est déterminé par :  

¶ tr A = 1 + 2cos t =
2

3
,   donc  ὸ=  ±  ὃὶὧὧέί 

5

6
 [2“]     

¶ sin t est du signe du produit mixte Ὥ,ὪὭ,ό = det(i ,j ,k)  (Ὥ,ὪὭ,ό)  

on a  Ὥᴆ non colinéaire à u ȟ ÅÔ Õ ÌÅ ÖÅÃÔÅÕÒ ÎÏÒÍï ÄÉÒÉÇÅÁÎÔ ÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÎÔ ÌȭÁØÅ ╓ᴆ 

det(i ,j ,k)  (Ὥ,ὪὭ,ό) =
1

3Ѝ11

1 2 1
0 2 1
0 1 3

=  
5

3Ѝ11
> 0   
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Donc f est bien une rotation ŘΩŀȄŜ ŘƛǊƛƎŞ Ŝǘ ƻǊƛŜƴǘŞ ǇŀǊ Ὅ=
1

Ѝ11

1
1
3

 Ŝǘ ŘΩŀƴƎƭŜ —= ὃὶὧὧέί 
5

6
 [2“]  

3. Soit P un plan dont u est un vecteur normal, Déterminer une base orthonormée ὺ1;ὺ2  de P. 

¶ On a facilement ╟ᴆ= ὢ
ὼ
ώ
ᾀ

 ὸὩὰ ήόὩ  ὼ+ ώ+ 3ᾀ= 0   

¶ ╟ᴆ= ὢ
ώ 3ᾀ
ώ
ᾀ

= ώ
1

1
0

+ ᾀ
3

0
1

; (ώ;ᾀ) ᶰᴙ  soit :╟ᴆ= ὠὩὧὸ 
1

1
0

,
3

0
1

= ὠὩὧὸ(Ὢ1;Ὢ2)  

¶ Il faut ensuite ƻǘƘƻƴƻǊƳŜǊ ƭŀ ōŀǎŜ ŘŜ t ŀǾŜŎ ƭΩŀƭƎƻǊƛǘƘƳŜ ŘŜ DǊŀƳ-Schmidt. 

o ὺ1 =
Ὢ1

ᴁὪ1ᴁ
=

1

Ѝ2

1
1
0

 

o ώ2 = Ὢ2  < Ὢ2,ὺ1 >  ὺ1 =

3

2
3

2

1

 

o ὺ2 =
ώ2

ᴁώ2ᴁ
=

1

Ѝ22

3

2
3

2

1

 

Exercice 3 : Diagonalisation. (6 points) 

Soit E = ᴙ  un espace euclidien de base canonique ὄ= (Ὥ,Ὦ,Ὧ) , et S la matrice dans ƭŀ ōŀǎŜ . ŘΩǳƴ ŜƴŘƻƳƻǊǇƘƛǎƳŜ Ǝ 

définie par :  

Ὓ= ὓὥὸὭ,Ὦ,Ὧ(Ὣ) =
3 1 1
1 2 0
1 0 2

 

1. Expliquer pourquoi la matrice S est diagonalisable et dans quel type de base. 

La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable dans une BON. 

2. aƻƴǘǊŜǊ ǉǳŜ { ǇŜǳǘ ǎΩŞŎǊƛǊŜ ǎƻǳǎ ƭŀ ŦƻǊƳŜ , Ὓ= ὖὈὖ 1, avec P orthogonale et D matrice diagonale. 

¶ …Ὓὼ = ὼ 1 ὼ 2 (ὼ 4) 

¶ ὛὴᴙὛ = 1; 2;4  

¶ ὛὉὖὛ,1 = ὠὩὧὸ 
1
1
1

 on prend ὺ1 =
1

Ѝ3
  

1
1
1

 

¶ ὛὉὖὛ,2 = ὠὩὧὸ 
0
1

1
 on prend ὺ2 =

1

Ѝ2
  

0
1

1
 

¶ ὛὉὖὛ,4 = ὠὩὧὸ 
2

1
1

 on prend ὺ2 =
1

Ѝ6
  

2
1
1

 

¶ S diagonalisable, Ὓ= ὖὈὖ 1, avec P orthogonale,  

ὖ= (ὺ1,ὺ2,ὺ3)  Et  Ὀ=
1 0 0
0 2 0
0 0 4

 

 


