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TD n°3 : CORRECTION PARTIELLE

Correction des exercices 1, 4, 8 et 9.

Exercice 1.

1.  f(x,¥) = xY onapourx > 0, f une fonction C2.

s — yr-1 L - )
L@y =y ay(x.y)—xy.lnx,

% f _ Ly (Ltylnx) _ 9%
0xdy (X, y) =X ( x ) - dyox (x' y)

a? 2| .18%
Ty =0t - 27|y = 2. (nx)?;

— 1 - 1 : 2
2. fxy)= Gy 1o~ G raiayy 0N @ POUT Xy + x; +x3 + x4 # 0fune fonction C%.
o _ -2 |0 B 6 . C
‘axl (X, y) - (xq+xp+x3+x4)3 [ |0x; dx; (x,y) - (xq+xp+x3+x4)4|” (pour tetj= 1’2'3’4)
x+y

3. f(x,y,2) =:onapourx+z # 0, f une fonction C2.

x

of — v |[f —_t]r N _ 20|, |3 —ol|.|%2f = 264y
‘ax (x,y) - (x+2)? [ |oy (x,y) - (x+z)||0z (x,y) - (x+2)*[ axz( ’ ) - (x+2)3 | [ay? (x'y) =0p 22 (x,y) - (x+z)3
% f _ -1 a¢f | 8%f _ x+2y-z _ 9*f 2 f _ -1 9%f
xdy (x, y) T (x+2)?  ayox (x, y) " |oxdz x, y) T (423 ozox Cx, y) dydz Cx, y) T (x42)?  8zdy Cx, y)
Exercice 4. EXTREMA LOCAUX

1. f(x,y)=x*+y*— (x—y)?. f est clairement C? sur 'ouvert R?

Points critiques.

On algradf = (4x3 = 2x + 2y ; 4y® — 2y + 2x) |et les solutions de grad f = Osont: IO(0,0),A(l ;=D etB(—-1;1) |

A soit|s2 —rt=90<0etr> 0|donc f(A) = —2 = f(B) sont des minima locaux.
La surface S est localement au dessus des plans tangents en A et B.

EnOontrouve[r = —2,5 = 2 et £ = —2) soit [s2 — rt = 0]. On ne peut pas conclure.

Il faut étudier localement le signe de f(x,y) - £(0,0) soit ici celui de f(x,y) car £(0,0) = 0.
o  f(x,x)= 2x* = 0doncquand x tend vers 0, f(x,x) tend vers f(0,0) et est positif.
o f(x,0)=x%(x*-1) < O0sixestdans[-1;1] donc quand x tend vers 0, f(x, 0) tend vers f(0,0) et est négatif.

Pour AetBontrouve|[r = 10,s = 2ett = 10

Il n’y a donc pas d’extremum en O.

2. f(x,y) =x*+y*+x3. f est clairement C? sur 'ouvert R?

Points critiques.

On algradf = (2x + 3x%; 2y) |et les solutions de grad f = O sont: O(0,0),A(—§ ;0) |

Pour O on trouve |r =2,s=0ett=2| soit|s2 —rt=—4<0etr> 0|donc f(0) = 0 est un minimum local strict.

La surface S est localement au dessus du plan tangent en O.

Pour A on trouve|r =-2,s=0ett= 2], soit

Il n’y a donc pas d’extremum en A. On a un point selle (ou point col).

3. f(x,y) =x%* + Il + y?) . f est clairement C?sur Fouvert R*car 1+ y* > 1 > 0

Points critiques.

arad f = L2 4 2y : o Ff =0 ect -
On algradf =(2xy; x +H) ‘et la solution de grad f = 0 est:|0(0,0) |

En O on trouve soit . On ne peut pas conclure.

Il faut étudier localement le signe de f(x,y) - £(0,0) soit ici celui de f(x,y) car £(0,0) = 0.
o f(0,x) = Infl + x%) > 0 donc quand x tend vers 0, f(0, x) tend vers f(0,0) et est positif.
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o  fl,x)=x5+In(1+x°% = x°+ o(x*) pourx — 0
Donc si x tend vers 0~ (c.a.d x < 0), f(x,x%) tend vers f(0,0) et est négatif.

Il n’y a donc pas d’extremum en O.

4, f(x,y) = (x—y)e* . f estclairement C? sur I'ouvert R?.
. Points critiques.

Ona Igrad f=(y*+xy+De¥; (x*—xy—1)e?) Iet les solutions de grad f = 0 sont : IB(éZ, —g),A(—é—i ;g) .

N
|~
|
w
S
|
|~
N

N - _1
r==—e¢2,s=—ce 2ett=—¢e 2

| soit|s2 —rt =4e”! > 0|.
2 2 2

Il n’y a donc pas d’extremum en A et en B. On a deux points selles (ou points cols).

. Pour A et B on trouve

5. f(x,y)=x*+y*—4xy. f est clairement C? sur I'ouvert R2
. Points critiques.

On a|gradf = (4x3 - 4y; 4y3 - 4x)|et les solutions de grad f = Osont: |0(0,0),A(1 ;D et B(—1; —l)l.

. Pour A et Bon trouve|r =12,s=—4ett= 12|, soit|s2 —rt=-128<0etr > O|doncf(A) = —2 = f(B) sont des minima
locaux. La surface S est localement au dessus des plans tangents en A et B.

r=0,5=—4ett=0]soit[s>—re =16 >0]

Il n’y a donc pas d’extremum en O. On a un point selle (ou point col).

. Pour O on trouve

Autres exemples de recherche d’extrema locaux.

3 Points critiques Extrema ou pas
fl,y) = > +xy+y*+ * 0(0;0) s*—rt = =3 < 0etr > 0= fadmet un minimum local strict en O
4 A(-2;1) s* —rt > 0 = fn’admet pas d’extremum local en A
Points critiques Extrema ou pas
flx,y) = x*+y* 0(0;0) s> —rt = 0 = On ne peut conclure par le théoréme.
’ Mais on montre que fadmet en O un minimum local strict.

fO,y) = x*+y%+ 2ycosx + 5y Pas de points critiques
Points critiques Extrema ou pas
. . 2 _ — ) ;
Fr,y) = x(3 — 422 — 3y2) A(0;1) etB(0;-1) ;9 rt 36 > 0= fn’admet pas d extreml.m.n localen A etB
s?—rt = =36 <0etr >0 = fadmet un minimum local strict
C(% ;0)etD(-% ;0) enCetD

M. Duffaud




TD n°3 : CORRECTION PARTIELLE .Page 3 sur 4

Exercice 8 Soit f une fonction de R? dans R. On suppose f de classe C! et quen tout point, les trois
dérivées partielles de f sont non nulles. On introduit S = {(x,y,2) € R?, f(z,y,2) = 0}.

On suppose en outre qu’on peut, au moins au voisinage d'un point (a,b,¢) € S, définir trois applications
X.Y.Z a deux variables de classe C' telles que :

(zyy,z)eSe=r=X(y,2) = y=Y(2,2) = 2= Z(z,y)

a) Exprimer les dérivées partielles d’ordre 1 de X, Y, Z en fonction de celles de f.
b} En déduire la formule suivante :

oX 9Y 07
dy Iz dr

a)

b)

Calculons les dp; de X, Y et Z. Mon2p577]
Onpose ¢ : R® - R3 telle que ¢(x,y,2) = (X(y,2);y; z) qui est clairement C1(R? ).

9%y a0, a<1>1
- (M) o M) M )\
a0, 20, a¢2 ay () 9z ()
Alors la matrice jacobienne de ¢ en M=(xy,z) est /(M) = | —= M) o ™M) (M) 1 0 .
25 oy 223 (M) % M) 0 0 1
dx dy 0z
On écrit alors la composée fo¢ qui donne fop(x,y, z) = f(X(y, z); y; z) puis la jacobienne de la composée
X

dfog _afa¢ afo¢ af af of 0 a_( ) 5,0
(G- s P o= E o ) = (a(wn gy (¢(M))> .Y
0 0 1

Ce qui donne :

(M) = 2~ (@(M) x —(M) +t3 (¢(M))

d
%% ) = L oy x 2 + —f(¢>(M))

(
F]
! dfod of X of
|
{

Or sur un voisinage de A=(a,b,c), on a pour tout point M=(x,y,z) de ce voisinage, f(X(y,2);y;z) = fo¢(x,y,2z) = 0.
De ce fait, puisque par composition, fo¢ est aussi C1, elle est de différentielle nulle et ses dérivées partielles sont nulles aussi.

Pour tout point M=(x,y,z) de ce voisinage de A=(a,b,c) ona donc:
dfo
f ¢ M) = 0

a a
L °¢ ) = —f(qb(M)) x—(M) N —f(¢>(M)> —0

a
2 i a0 =L gy x 2 an + —f(¢>(M)) ~0

Or on sait que les dérivées partielles de fsont non nulles en tout point de R® donc, pour tout point M=(x,y,z) de ce voisinage de
A=(ab,c)ona:

( o Loy
9y ﬂw(M))
ox =Ly
27 M) = fi
{ = (p(M))

On obtient les autres dp: par permutation circulaire :

ay -ZLon az - Ly

— (M) = 0z Z(M) = dx

( (M) L) ot ( (M) )

of o,

ay — 5 (1) az — 5, (P0N)

- M = ax. 9z — dy

ax (M) Lgon) ay D Lpon)

On a alors immédiatement I'égalité cherchée :
f i a

X ov oz y @ — gLy - ghwon
—(M)x—(M)x—(M): X = -1
oy 0z O f Lo Foom f L)
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Exercice 9 Soit f une fonction C* de R* dans R. Soit (a,b, ¢) € R®. On définit o par ¢(t) = f(at.bt, ct).
Exprimer a l'aide des dérivées partielles de f les dérivées d’ordre 1, 2 et 3 de ¢.

Posons g(t) = (at, bt,ct), une fonction C3de R dans R3.
On écrit alors la composée fog qui donne ¢(t) = fog(t) = f(at, bt, ct) puis la jacobienne de la composée ce qui donne aisément :

991 (t)\

. d a a
@ ®)= (%(g(t)); %(y(t)):%(y(t») x %(o |

093
\7 ®)

Soit

, 0 a a
o (@)=ax —f (at, bt,ct) + b x —f(at, bt,ct) + ¢ x —f (at, bt, ct)
0x dy 0z

Pour la dérivée seconde on itére le procédé, on obtient en posant M = (at, bt, ct)

S a af af af a af af af
) (t)—axa(axa(M)+bx@(M)+cx£(M)>+b><@(axa(M)+bX@(M)+ch(M)>

a of of of
+ex— (axa(M)+bx@(M)+CX£(M)>

Soit en appliquant le théoréme de Schwarz puisque f est C? (car C3)

" 9% 9* 9* 9* 9*
(p(t):azx (M)+b2>< f(M)+ c? x 2(M)+2< a;C(M)+ac f(M)+ ;Z )
Puis de méme en appliquant le théoréme de Schwarz puisque fest C3
S . f f
o ()=a Xm(M)+b (M)+c >< 5 (M) +

o*f 3f 3f 03f °f *f
4| a? M z M 2 M M z M 2 M
+ (abax ( )+0Lba (M) + b*c 972 M) + bca ( )+acaxzaz (M) + ac 9720% (M)

M. Duffaud



