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TD n°3 : CORRECTION PARTIELLE 

Correction des exercices 1, 4, 8, 9 et 10. 

Exercice 1. 

1. Ὢὼ,ώ = ὼώ on a pour ὼ> 0, f une fonction C². 

‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ = ώ ὼώ 1 ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ = ὼώ. ln ὼ ; 

‬2Ὢ

‬ὼ2 ὼ,ώ = (ώ2 ώ) ὼώ 2  ; 
‬2Ὢ

‬ώ2 ὼ,ώ = ὼώ. ln ὼ2  ; 

‬2Ὢ

‬ὼ‬ώ
ὼ,ώ = ὼώ.

1+  ώ ὰὲὼ

ὼ
=
‬2Ὢ

‬ώ‬ὼ
ὼ,ώ  

2. Ὢὼ,ώ =
1

ὼ+ώ+ᾀ+ὸ²
 = 

1

ὼ1+ὼ2+ὼ3+ὼ4 ²
 on a pour ὼ1 + ὼ2 + ὼ3 + ὼ4  0 f une fonction C². 

‬Ὢ

‬ὼὭ
ὼ,ώ =

2

ὼ1+ὼ2+ὼ3+ὼ4
3  ; 

‬2Ὢ

‬ὼὭ ‬ὼὮ
ὼ,ώ =

6

ὼ1+ὼ2+ὼ3+ὼ4
4  ;  (pour Ὥ Ὡὸ Ὦ= 1,2,3,4 ) 

3. Ὢὼ,ώ,ᾀ=
ὼ+ώ

ὼ+ᾀ
 on a pour ὼ+ ᾀ 0 , f une fonction C². 

‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ =

ᾀώ

(ὼ+ᾀ)²
 ; 
‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =

1

(ὼ+ᾀ)
 
‬Ὢ

‬ᾀ
ὼ,ώ =

ὼ ώ

(ὼ+ᾀ)²
; 
‬2Ὢ

‬ὼ2 ὼ,ώ =
2(ώ ᾀ)

(ὼ+ᾀ)3  ; 
‬2Ὢ

‬ώ2 ὼ,ώ = 0  ; 
‬2Ὢ

‬ᾀ2 ὼ,ώ =
2(ὼ+ώ)

(ὼ+ᾀ)3  

‬2Ὢ

‬ὼ‬ώ
ὼ,ώ =

1

(ὼ+ᾀ)²
=
‬2Ὢ

‬ώ‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬2Ὢ

‬ὼ‬ᾀ
ὼ,ώ =

ὼ+ 2ώ ᾀ

(ὼ+ᾀ)3 =
‬2Ὢ

‬ᾀ‬ὼ
ὼ,ώ  

‬2Ὢ

‬ώ‬ᾀ
ὼ,ώ =

1

(ὼ+ᾀ)²
=
‬2Ὢ

‬ᾀ‬ώ
ὼ,ώ  

 
 

Exercice 4. EXTREMA LOCAUX 

1. Ὢὼ,ώ = ὼ4 + ώ4 (x y)² . Ὢ Ŝǎǘ ŎƭŀƛǊŜƳŜƴǘ /ч ǎǳǊ ƭΩƻǳǾŜǊǘ ᴙ² 

¶ Points critiques. 

On a ὫὶὥὨᴆ Ὢ= (4ὼ3 2ὼ+ 2ώ ;  4ώ3 2ώ+ 2ὼ)  et les solutions de ὫὶὥὨᴆ Ὢ= 0ᴆ sont : 

ὕ(0,0),ὃ(1 ; 1) Ὡὸ ὄ( 1 ; 1) . 

¶ Pour A et B on trouve ὶ= 10,ί= 2 Ὡὸ ὸ= 10 , soit ί² ὶὸ= 90 < 0 Ὡὸ ὶ> 0  donc Ὢὃ = 2 =

 Ὢὄ  sont des minima locaux. 

La surface S est localement au dessus des plans tangents en A et B. 

¶ En O on trouve ὶ= 2,ί= 2 Ὡὸ ὸ= 2 , soit ί² ὶὸ= 0  . On ne peut pas conclure. 

Il faut étudier localement le signe de Ὢ(ὼ,ώ) ɀ Ὢ(0,0) soit ici celui de Ὢ(ὼ,ώ) car Ὢ(0,0) = 0. 

o Ὢὼ,ὼ =  2ὼ4  0 donc quand x tend vers 0, f(x,x) tend vers f(0,0) et est positif. 

o Ὢὼ,0 = ὼ2 ὼ2 1  0 si x est dans [-1 ;1] donc quand x tend vers 0, 

Ὢ(ὼ,0) ὸὩὲὨ ὺὩὶί Ὢ(0,0)  et est négatif. 

Lƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ Ŝƴ hΦ  
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2. Ὢὼ,ώ = ὼ² + ώ² + ὼ3 . Ὢ Ŝǎǘ ŎƭŀƛǊŜƳŜƴǘ /ч ǎǳǊ ƭΩƻǳǾŜǊǘ ᴙ² 

¶ Points critiques. 

On a ὫὶὥὨᴆ Ὢ= (2ὼ+ 3ὼ² ;  2ώ)  et les solutions de ὫὶὥὨᴆ Ὢ= 0ᴆ sont : ὕ(0,0),ὃ(
2

3
 ; 0) . 

¶ Pour O on trouve ὶ= 2,ί= 0 Ὡὸ ὸ= 2 , soit ί² ὶὸ= 4 < 0 Ὡὸ ὶ> 0  donc Ὢὕ = 0 est un 

minimum local strict. 

La surface S est localement au dessus du plan tangent en O. 

Pour A on trouve ὶ= 2,ί= 0 Ὡὸ ὸ= 2 , soit ί² ὶὸ= 4 > 0   

Lƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ Ŝƴ !Φ hƴ ŀ ǳƴ Ǉƻƛƴǘ ǎŜƭƭŜ όƻǳ Ǉƻƛƴǘ ŎƻƭύΦ 

3. Ὢὼ,ώ = ὼ²ώ+ ln (1 + ώ2) . Ὢ Ŝǎǘ ŎƭŀƛǊŜƳŜƴǘ /ч ǎǳǊ ƭΩƻǳǾŜrt ᴙ² car 1 + ώ² 1 > 0 

¶ Points critiques. 

On a ὫὶὥὨᴆ Ὢ= (2ὼώ ; ὼ2 +
2ώ

ὼ²+ 1
)  et la solution de ὫὶὥὨᴆ Ὢ= 0ᴆ est : ὕ(0,0) . 

¶ En O on trouve ὶ= 0,ί= 0 , soit ί² ὶὸ= 0  . On ne peut pas conclure. 

Il faut étudier localement le signe de Ὢ(ὼ,ώ) ɀ Ὢ(0,0) soit ici celui de Ὢ(ὼ,ώ) car Ὢ(0,0) = 0. 

o Ὢ0,ὼ =  ln (1 + ὼ2)  0 donc quand x tend vers 0, Ὢ(0,ὼ) ὸὩὲὨ ὺὩὶί Ὢ(0,0)  et est positif. 

o Ὢὼ,ὼ3 = ὼ5 + ln 1 + ὼ6 =  ὼ5 +  έὼ5  ὴέόὶ ὼ ᴼ0   

Donc si ὼ ὸὩὲὨ ὺὩὶί 0  (ὧ.ὥ.Ὠ ὼ 0) , Ὢ(ὼ,ὼ3) ὸὩὲὨ ὺὩὶί Ὢ(0,0)  et est négatif. 

Lƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ Ŝƴ hΦ  

4. Ὢὼ,ώ = ὼ ώὩὼώ . Ὢ Ŝǎǘ ŎƭŀƛǊŜƳŜƴǘ /ч ǎǳǊ ƭΩƻǳǾŜǊǘ ᴙ². 

¶ Points critiques. 

On a ὫὶὥὨᴆ Ὢ= ώ² + ὼώ+ 1 Ὡὼώ ; ὼ² ὼώ 1 Ὡὼώ   et les solutions de ὫὶὥὨᴆ Ὢ= 0ᴆ sont : 

ὄ(
Ѝ2

2
,
Ѝ2

2
),ὃ(

Ѝ2

2
 ;
Ѝ2

2
) . 

¶ Pour A et B on trouve ὶ=
Ѝ2

2
 Ὡ  

1

2 
  , ί=

3Ѝ2

2
 Ὡ  

1

2 
  Ὡὸ ὸ=

Ѝ2

2
 Ὡ  

1

2 
 , soit ί² ὶὸ= 4Ὡ1 > 0 . 

Lƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ Ŝƴ ! Ŝǘ Ŝƴ .Φ hƴ ŀ ŘŜǳȄ Ǉƻƛƴǘǎ ǎŜƭƭŜǎ όƻǳ Ǉƻƛƴǘǎ ŎƻƭǎύΦ 

 

5. Ὢὼ,ώ = ὼ4 + ώ4 4ὼώ . Ὢ Ŝǎǘ ŎƭŀƛǊŜƳŜƴǘ /ч ǎǳǊ ƭΩƻǳǾŜǊǘ ᴙ². 

¶ Points critiques. 

On a ὫὶὥὨᴆ Ὢ=  4ὼ3  4ώ ;  4ώ3  4ὼ  et les solutions de ὫὶὥὨᴆ Ὢ= 0ᴆ sont : 

ὕ(0,0),ὃ(1 ; 1) Ὡὸ ὄ( 1 ; 1) . 

¶ Pour A et B on trouve ὶ= 12,ί= 4 Ὡὸ ὸ= 12 , soit ί² ὶὸ= 128 < 0 Ὡὸ ὶ> 0  donc Ὢὃ = 2 =

 Ὢὄ  sont des minima locaux. La surface S est localement au dessus des plans tangents en A et B. 

¶ Pour O on trouve ὶ= 0,ί= 4 Ὡὸ ὸ= 0 , soit ί² ὶὸ= 16 > 0 . 

Lƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ Ŝƴ hΦ hƴ ŀ ǳƴ Ǉƻƛƴǘ ǎŜƭƭŜ όƻǳ Ǉƻƛƴǘ ŎƻƭύΦ 
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Autres exemples de ÒÅÃÈÅÒÃÈÅ Äȭextrema locaux. 

Ὢ(ὼ,ώ)  =  ὼ² + ὼώ+ ώ² +
ὼ3

4
 

Points 
critiques 

Extrema ou pas 

O(0 ;0) 
ί² ὶὸ =  3 < 0 Ὡὸ ὶ> 0  f admet un minimum 

local strict en O 
A(-2 ;1) ί² ὶὸ > 0  Æ ÎȭÁÄÍÅÔ ÐÁÓ ÄȭÅØÔÒÅÍÕÍ ÌÏÃÁÌ ÅÎ ! 

 

Ὢ(ὼ,ώ)  =  ὼ4 + ώ4 

Points 
critiques 

Extrema ou pas 

O(0 ;0) 
ί² ὶὸ = 0  On ne peut conclure par le théorème. 
Mais on montre que f admet en O un minimum local 

strict. 
 

Ὢὼ,ώ =  ὼ4 + ώ3 +  2ώ ὧέί ὼ 
+  5ώ 

Pas de points critiques 

 

Ὢ(ὼ,ώ)  =  ὼ(3 4ὼ2

3ώ2) 

Points critiques Extrema ou pas 

A(0 ;1) et B(0 ;-1) 
ί² ὶὸ =  36 > 0  Æ ÎȭÁÄÍÅÔ ÐÁÓ ÄȭÅØÔÒÅÍÕÍ ÌÏÃÁÌ 

en A et B 

C( ½   ;0) et D(- ½  ; 0) 
ί² ὶὸ =  36 < 0 Ὡὸ ὶ> 0   f admet un 

minimum local strict en C et D 
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a) Calculons les dp1 de X, Y et Z.  

On pose ‰Ḋ ᴙ3  ᴼ ᴙ3 telle que ‰ὼ,ώ,ᾀ = ὢώ,ᾀ;ώ;ᾀ qui est clairement C1(ᴙ3 ) . 

Alors la matrice jacobienne de ‰ en M=(x,y,z) est ὐ‰ ὓ =  

ở

Ở
ờ

‬ 1

‬ὼ
ὓ

‬ 1

‬ώ
ὓ

‬ 1

‬ᾀ
ὓ

‬ 2

‬ὼ
ὓ

‬ 2

‬ώ
ὓ

‬ 2

‬ᾀ
ὓ

‬ 3

‬ὼ
ὓ

‬ 3

‬ώ
ὓ

‬ 3

‬ᾀ
ὓ
Ợ

ỡ
Ỡ

=

0
‬ὢ

‬ώ
ὓ

‬ὢ

‬ᾀ
ὓ

0 1 0
0 0 1

 . 

On écrit alors la composée Ὢέ‰ qui donne Ὢέ‰ὼ,ώ,ᾀ = Ὢὢώ,ᾀ;ώ;ᾀ puis la jacobienne de la 

composée :  

 
‬Ὢέ‰

‬ὼ
ὓ  ; 

‬Ὢέ‰

‬ώ
ὓ ;
‬Ὢέ‰

‬ᾀ
ὓ  =  

‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ)  ; 

‬Ὢ

‬ώ
‰(ὓ) ;

‬Ὢ

‬ᾀ
‰(ὓ)  ×  

0
‬ὢ

‬ώ
ὓ

‬ὢ

‬ᾀ
ὓ

0 1 0
0 0 1

 

Ce qui donne :  

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ

‬Ὢέ‰

‬ὼ
ὓ = 0

‬Ὢέ‰

‬ώ
ὓ =  

‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ) ×

‬ὢ

‬ώ
ὓ +  

‬Ὢ

‬ώ
‰(ὓ)  

‬Ὢέ‰

‬ᾀ
ὓ =

‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ) ×

‬ὢ

‬ᾀ
ὓ +  

‬Ὢ

‬ᾀ
‰(ὓ)  

 

 

Or sur un voisinage de A=(a,b,c), on a pour tout point  M=(x,y,z) de ce voisinage, Ὢὢώ,ᾀ;ώ;ᾀ=

 Ὢέ‰ὼ,ώ,ᾀ= 0. 

De ce fait, puisque par composition, Ὢέ‰ est aussi C1, elle est de différentielle nulle et ses dérivées 

partielles sont nulles aussi. 

 

Pour tout point M=(x,y,z) de ce voisinage de A=(a,b,c) on a donc :  

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ

‬Ὢέ‰

‬ὼ
ὓ = 0

‬Ὢέ‰

‬ώ
ὓ =  

‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ) ×

‬ὢ

‬ώ
ὓ +  

‬Ὢ

‬ώ
‰(ὓ) = 0

‬Ὢέ‰

‬ᾀ
ὓ =

‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ) ×

‬ὢ

‬ᾀ
ὓ +  

‬Ὢ

‬ᾀ
‰(ὓ) = 0 

 

Or on sait que les dérivées partielles de f sont non nulles en tout point de ᴙ3 donc, pour tout point 

M=(x,y,z) de ce voisinage de A=(a,b,c) on a :  
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ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứ‬ὢ

‬ώ
ὓ =  

 
‬Ὢ
‬ώ
‰(ὓ)

‬Ὢ
‬ὼ
‰(ὓ)

‬ὢ

‬ᾀ
ὓ =

 
‬Ὢ
‬ᾀ
‰(ὓ)

‬Ὢ
‬ὼ
‰(ὓ)

 

 

On obtient les autres dp1 par permutation circulaire :  

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ‬ὣ
‬ᾀ
ὓ =  

 
‬Ὢ

‬ᾀ
‰(ὓ)

‬Ὢ

‬ώ
‰(ὓ)

‬ὣ

‬ὼ
ὓ =

 
‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ)

‬Ὢ

‬ώ
‰(ὓ)

 

 et  

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ‬ὤ
‬ὼ
ὓ =  

 
‬Ὢ

‬ὼ
‰(ὓ)

‬Ὢ

‬ᾀ
‰(ὓ)

‬ὤ

‬ώ
ὓ =

 
‬Ὢ

‬ώ
‰(ὓ)

‬Ὢ

‬ᾀ
‰(ὓ)

 

 

b) On a alors ÉÍÍïÄÉÁÔÅÍÅÎÔ ÌȭïÇÁÌÉÔï ÃÈÅÒÃÈïÅ :  

‬ὢ

‬ώ
ὓ ×

‬ὣ

‬ᾀ
ὓ ×

‬ὤ

‬ὼ
ὓ =

 
‬Ὢ
‬ώ
‰(ὓ)

‬Ὢ
‬ὼ
‰(ὓ)

×  
 
‬Ὢ
‬ᾀ
‰(ὓ)

‬Ὢ
‬ώ
‰(ὓ)

×
 
‬Ὢ
‬ὼ
‰(ὓ)

‬Ὢ
‬ᾀ
‰(ὓ)

=  1  
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Posons ὸ=  ὥὸ,ὦὸ,ὧὸ , une fonction C3 de ᴙ  Ὠὥὲί ᴙ3 . 

On écrit alors la composée ὪέὫ qui donne •ὸ= ὪέὫὸ= Ὢὥὸ,ὦὸ,ὧὸ puis la jacobienne de la composée 

ce qui donne aisément :  

 •ᴂ(ὸ) =  
‬Ὢ

‬ὼ
Ὣ(ὸ)  ; 

‬Ὢ

‬ώ
Ὣ(ὸ) ;

‬Ὢ

‬ᾀ
Ὣ(ὸ)  ×  

ở

Ở
Ở
ờ

‬Ὣ1

‬ὸ
(ὸ)

‬Ὣ2

‬ὸ
(ὸ)

‬Ὣ3

‬ὸ
(ὸ)Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

Soit 

•ᴂὸ= ὥ×
‬Ὢ

‬ὼ
ὥὸ,ὦὸ,ὧὸ+ ὦ×

‬Ὢ

‬ώ
ὥὸ,ὦὸ,ὧὸ+ ὧ×

‬Ὢ

‬ᾀ
ὥὸ,ὦὸ,ὧὸ 

Pour la dérivée seconde on itère le procédé, on obtient en posant M = ὥὸ,ὦὸ,ὧὸ 

•ᴂᴂὸ= ὥ×
‬

‬ὼ
 ὥ×

‬Ὢ

‬ὼ
ὓ + ὦ×

‬Ὢ

‬ώ
ὓ + ὧ×

‬Ὢ

‬ᾀ
ὓ + ὦ

×
‬

‬ώ
 ὥ×

‬Ὢ

‬ὼ
ὓ + ὦ×

‬Ὢ

‬ώ
ὓ + ὧ×

‬Ὢ

‬ᾀ
ὓ  

+ὧ×
‬

‬ᾀ
 ὥ×

‬Ὢ

‬ὼ
ὓ + ὦ×

‬Ὢ

‬ώ
ὓ + ὧ×

‬Ὢ

‬ᾀ
ὓ  

Soit en appliquant le théorème de Schwarz puisque f est C² (car C3) 

 

•ᴂᴂὸ= ὥ² ×  
‬²Ὢ

‬ὼ²
ὓ + ὦ² ×

‬²Ὢ

‬ώ²
ὓ + ὧ² ×

‬²Ὢ

‬ᾀ²
ὓ +  2 ὥὦ

‬²Ὢ

‬ὼ‬ώ
ὓ + ὥὧ

‬²Ὢ

‬ὼ‬ᾀ
ὓ + ὦὧ

‬²Ὢ

‬ώ‬ᾀ
ὓ  

 

Puis de même en appliquant le théorème de Schwarz puisque f est C3 

 

•ᴂᴂᴂὸ= ὥ3 ×  
‬3Ὢ

‬ὼ3
ὓ + ὦ3 ×

‬3Ὢ

‬ώ3
ὓ + ὧ3 ×

‬3Ὢ

‬ᾀ3
ὓ +

+  4 ὥ2ὦ
‬3Ὢ

‬ὼ2‬ώ
ὓ + ὥὦ²

‬3Ὢ

‬ώ2‬ὼ
ὓ + ὦ²ὧ

‬3Ὢ

‬ώ2‬ᾀ
ὓ + ὦὧ²

‬3Ὢ

‬ᾀ2‬ώ
ὓ + ὥ²ὧ

‬3Ὢ

‬ὼ2‬ᾀ
ὓ + ὥὧ²

‬3Ὢ

‬ᾀ2‬ὼ
ὓ
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Exercice 10. 

On cherche les fonctions C
2
 de ᴙ² vérifiant : 

‬²Ὢ

‬ὼ²
 ὼ,ώ =  

‬²Ὢ

‬ώ²
 ὼ,ώ ḊὉᴂ  

Pour cela on utilise le changement de variables affine  :  ὼ,ώ =
ὼ+ώ

2
 ;
ὼ ώ

2
= (ό,ὺ)  

Effectuer un changement de variable consiste à chercher une fonction Ὣ : ό,ὺ Ὣ(ό,ὺ)  de classe ὅ2 sur ᴙ² 

telle que la fonction composée Ὢ= Ὣέ  ǾŞǊƛŦƛŜ ƭŀ ŎƻƴŘƛǘƛƻƴ ŘƻƴƴŞŜ ό9ΩύΦ 

Ὢ= Ὣέ   et donc :  ꞌὪ ὼ,ώ =  ꞌὫ ὼ,ώ × ꞌ  ὼ,ώ 

hƴ ƻōǘƛŜƴǘ ƭΩŞgalité :  

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  ×  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬ 1

‬ὼ
ὼ,ώ

‬ 1

‬ώ
ὼ,ώ

‬ 2

‬ὼ
ὼ,ώ

‬ 2

‬ώ
ὼ,ώ
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

soit 

 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ ; 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =  

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ ; 

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ  ×  

1

2

1

2
1

2

1

2

 

 

ŘΩƻǴ 

Ὓ:

ừ
Ừ

ứ
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ =

1

2

‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +

1

2
 
‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ 

‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =

1

2
 
‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ 

1

2
 
‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ

 

Il faut alors obtenir les dérivées partielles secondes de la fonction f (qui est C
2
) en fonction de celles de g. Pour cela 

on va utiliser une petite astuce. 

On interprète les égalités (S) de la façon suivante :   Ὓᴂ:

‬

‬ὼ
=  

1

2

‬

‬ό
 +  

‬

‬ὺ

‬

‬ώ
=

1

2

‬

‬ό
  

‬

‬ὺ

 

!ƭƻǊǎ Ŝƴ ŎƻƳōƛƴŀƴǘ ό{ύ Ŝǘ ό{Ωύ :  

‬²Ὢ

‬ὼ²
ὼ,ώ =

‬

‬ὼ
 
‬Ὢ

‬ὼ
ὼ,ώ =

1

4

‬

‬ό
 +  
‬

‬ὺ
 
‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ +  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ   

‬²Ὢ

‬ώ²
ὼ,ώ =

‬

‬ώ
 
‬Ὢ

‬ώ
ὼ,ώ =

1

4

‬

‬ό
  
‬

‬ὺ
 
‬Ὣ

‬ό
ό,ὺ  

‬Ὣ

‬ὺ
ό,ὺ   
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hƴ ŘŞǾŜƭƻǇǇŜ Ŝƴ ǳǘƛƭƛǎŀƴǘ ƭŀ ƭƛƴŞŀǊƛǘŞ ŘŜ ƭΩƻǇŞǊŀǘŜǳǊ ŘŞǊƛǾŞŜ ǇŀǊǘƛŜƭƭŜ Ŝǘ ƭŜ Ŧŀƛǘ ǉǳŜ ƭŀ ŦƻƴŎǘƛƻƴ Ŧ Şǘŀƴǘ ŘŜ ŎƭŀǎǎŜ /
2
, 

on peut appliquer le théorème de Schwarz :  

‬²Ὢ

‬ὼ²
ὼ,ώ =

1

4
 
‬²Ὣ

‬ό²
ό,ὺ + 2 

‬²Ὣ

‬ό‬ὺ
ό,ὺ +

‬²Ὣ

‬ὺ²
ό,ὺ  

‬²Ὢ

‬ώ²
ὼ,ώ =

1

4
 
‬²Ὣ

‬ό²
ό,ὺ 2 

‬²Ὣ

‬ό‬ὺ
ό,ὺ +

‬²Ὣ

‬ὺ²
ό,ὺ  

[Ω95t ό9Ωύ ŘŜǾƛŜƴǘ ŀƭƻǊǎ :  

‬2Ὢ

‬ὼ2
 ὼ,ώ               =    

‬2Ὢ

‬ώ2
 ὼ,ώ ḊὉᴂ   

1

4
 
‬²Ὣ

‬ό²
ό,ὺ + 2 

‬²Ὣ

‬ό‬ὺ
ό,ὺ +

‬²Ὣ

‬ὺ²
ό,ὺ =  

1

4
 
‬²Ὣ

‬ό²
ό,ὺ 2 

‬²Ὣ

‬ό‬ὺ
ό,ὺ +

‬²Ὣ

‬ὺ²
ό,ὺ  

 

soit 

⸗²▌

⸗◊⸗○
◊,○ =    (╔▌)  

On sait que les fonctions Ὣ de classe C
2
 vérifiant cette EDP ὉὫ  sont de la forme :  

Ὣ(ό,ό) = Ὄ(ὺ) +  Ὧ(ό)    ὥὺὩὧ Ὄ Ὡὸ Ὧ ὨὩ ὧὰὥίίὩ ὅ² 

 

Et donc les fonctions Ὢ de classe C
2
 qui vérifient (EΩ) sont de la forme :  

 █●,◐ =  ╗
● ◐

 + ▓
●+ ◐

    

ὥὺὩὧ Ὄ Ὡὸ Ὧ,ὪέὲὧὸὭέὲί ὨᴂόὲὩ ίὩόὰὩ ὺὥὶὭὥὦὰὩ ὨὩ ὧὰὥίίὩ ὅ²
 

 


