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TD n°3 : CORRECTION PARTIELLE

Correction des exercices 1, 4, 8, 9 et 10.

Exercice 1.
1. Qaw = &®on apourw> 0, f une fonction C2.
0 s 1 P oo c om0 ad = (2 @ 222 e = af 1ny2]
o nw = o’ 1 (qu)—w‘*’.lnoo,w2 Qw = (& & e ww =o Inw-|;
1270 . g l+odEe _ 120 .,
X Do = o o jae 499
e 1 . . . . . )
2. Quw = T e Y -onapourq + 6y + oy + ¢y  0fune fonction C2.
Q.. _ 2 127 _ 6 . v
oo 0% 7 Grarara [[oal o = e s|) (POUTTIDEE1234)
3. Quad = g—‘son apour®+ & 0, fune fonction C2.
T_Qw_otoo Tl'z‘(b_l @‘d)— ® o] r%e . _ 20 @)f. %0 d)—O'@"—ZW@
1o 99T e [he 29 T wolle 9° T ol @ = wed e 9® T O ETE
129 Qo = 1 _ 120 Qo 12Q ‘(b_d»zcbq_ﬂz(h(b 12Q OO = 1 12 Qo
a0 T e _fao o 99 7 wa® " Tde Taa G
Exercice 4. EXTREMA LOCAUX
1. Qaw=a+a (x y)2."08aid Of FANBYSy¢¥al /u adzNJ f Q2 dz@S NI
1 Points critiques
On a]QwLQQ: (46F 200+ 2W; 46F 20+ 26) |et les solutions d&R¢¥R'Q= @sont:
6(00),6(1; 1) DE( 1;1)]
1 PourAetBontroug = 10,i = 2D0= 10 soit]iz _ i6= 90< 0'Gi > 0ldonc’Qd = 2=
"Q6 sontdesminima locaux
La surface S ekicalement au dessus des plans tangents en A et B.
1 EnOontrouvfi = 2,1 = 2b6= 2}, soit]i2_16= 0]. On ne peut pas conclure.

Il faut étudier localement le signe d&& ) z "R0,0) soit ici celui déQw ) car™@0,0) = 0.

0 "Maw = 26 0doncquand x tend vers 0, f(x,x) tend vers f(0,0) et est positif.
0 Qa0 = o 1  Osixestdans] ;1] donc quand x tend vers 0,
"@w 0) AEQUQI "Q0,0) et est négatif.
Lt yQé + R2yO LI & RQSEGNBYdzy Sy ho
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2. Quw=+@+w.Baid Of I ANBYSyadi /u adzNJ f Q2 dzdS NI
1 Points critiques

On alQm@Qz (200+ 36% ; 20) ‘et les solutions d&R G "Q= @sont: |0 (0,0),0( 2 ;0) |

1 PourOon trouve[i = 2,i = 0 0= 2], soit]iz _16= 4< 0®i > 0/donc™Ql = 0 estun
minimum locd strict.
La surface S est localement au dessupldn tangenen O.

Pour Aontrouvl = 2,i = 00o= 2| soitfiz_10=4> 0]

LE yo& | R2yO LI& RQSEGNBYdy Sy 'o hy I dzy LERAY

3. QW=+ In(1+¢f)." Bald Of F ANBY &yfdcarl w3 & dzND f Q2 dz@ S
1 Points critigues

On 4" AWR"Q= (26w; of + 2d)) et la solutionde "R ¢R"Q= @est: |0 (0,0)|.

o+ 1

1 EnOontrouvfi = 0,i = 0], soitiz_i10= 0]. On ne peut pas conclure.
Il faut étudier localement le signe d&c ) z "@0,0) soit ici celui déQw ¢y car™@0,0) = 0.
0 00, = In(1+a?) 0Odonc quand x tend vers GR0,c) &dE'QUQI "Q0,0) et est positif.
0 Qe =w@+Inl1+6f = @+ £ e NEGI @O 0
Donc swdE QUAI 0 (@AQ®m 0), @@ e?) 6&EQUQIT "®0,0) et est négatif.

Lt yQé I R2yO LI & RQSEGNBYdzy Sy ho

4. Qaw = ® O."BSad Of | ANBYS¢a /u &adzNJ f Q2 dz@S NI
1 Points critigues

On aleLQQ: @+ o+ 1'0%: ¢ o 1T |etles solutions d&R R Q= @sont:

L V2 V2w, U2 U2
0(7, ?),0( 7-7)
Yol 1 Yol 1 Yol 1
1 PourAetBontroug =20z, i=—"02®o=207|soifiz i6=401> 0]
Lf yQé | R2y0O LI a RQSEGNBYdzy Sy ' SiG Sy .o hy |

5. Qaw =of+¢f 4. B a0 Of F ANBYSydi / u &dzNJ f Q2 dz@ S NI
1 Points critiques

On aJQuLQQz 463F 4w 4 4w ‘et les solutions d&R¢®"Q= @sont:

6(00),6(1;1) D6( 1; 1)|

1 PourAetBontroufg = 12,1 = 4o= 12} soit]iz _i6= 128< 0®i > 0|donc™Qd = 2=
"Q6 sont desminima locauxLa surface S est localement au dessus des plans tangents en A et B.
1 PourOontrouvl = 0,i = 4 0= 0] soit]iz 6= 16> 0|,
Lt yQe | R2yO LI & RQSEGNBYdzy Sy ho hy | dzy LIRAY
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Autres exenples deO A A E A @dréivka lodadx.

Points
- Extrema ou pas
o3 critiques _
Q) = G+ oo+ @+ 0(0:0) {2 io= 3<0@®i>0 fadmetunminimum
local strict en O
A(2:1) iz 160>0 A& 16AAIAO PAO ABA
Points Extrema ou pas
critiques
"Rad = of + i2 10 =0 On ne peut conclurgoar le théoréme
0(0;0) Mais on montre que f admet en O un minimum local
strict.
Qirdd = of + ui+5d2)wox| ® Pas de points critiques
Points critiques Extrema ou pas
o Ao — —
W) = W3 407 A1) et BO 1) iz i6=3>0 &£ 16AAI A0 DPAO
367) enAetB

C(% ;0)etD(-% ; 0)

i2 0= 36<0®i>0 f admet un
minimum local strict en C et D
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Exercice 8 Soit f une fonction de R? dans R. On suppose f de classe C! et quen tout point, les trois
dérivées partielles de f sont non nulles. On introduit S = {(x,y,2) € R?, f(z,y,2) = 0}.

On suppose en outre qu’on peut, au moins au voisinage d'un point (a,b,¢) € S, définir trois applications
X.Y.Z a deux variables de classe C' telles que :

(zyy,z)eSe=r=X(y,2) = y=Y(2,2) = 2= Z(z,y)

a) Exprimer les dérivées partielles d’ordre 1 de X, Y, Z en fonction de celles de f.
b} En déduire la formule suivante :

oX 9Y 07
dy Iz dr

@ Calculons les dpde X, Y et Z.
On pose¥%Ds® O adtelle que%o@a = & @ ;& qui est clairement G(s3).

T 1 T 1« T 1
o 0 To v W v ~
L. . _ ,u_rszu T 2 = Tz"m_
Alors la matrice jacobienne d&%seen M=(x,y,z) esty, 0 = eV TV TV as
T 3~ T 3 = T 3 n
oo to Y Te YO
T& TO «
0 o Y T 0
0 1 0
0 0 1
On écrit alors la composé&@ %uqui donne @%@ wd = "Q W& ;63 & puis la jacobienne de la
composeée :
0 T, T
T ®@% , 1" @% . T'Q@% ., TQ T Q "Q R L T a v
— U ; — U0 ;—— U = %4V <y b} <y b} X
T T T Mo M0 i MO iy %0) 0o 1 0
0 0 1
Ce qui donne
. T " @%o
[ - V) = 0
r T "
Pek, 1R 1o 10
TG 0 T 640 ) Td)U o 640 )
"t "G %o T 0 TH |, T o
U’T—G T A(U ) T & L T & /J(U )

Or sur un voisinage deA=(a,b,c), on apour tout point M=(x,y,z) de ce voisinage;Q® Qd ;3 d =
"Bhoa = 0.

De ce fait, puisque par compositioi@%dest aussi €, elle est de différentielle nulle et ses dérivées
partielles sont nulles aussi.

Pour tout point M=(x,y,z) de ce voisinage de A=(a,b,c) on a donc

T@% .

I To .

Pk s %0 <125 + Py =0
(N A Tw A Tw

R% 10 ch“ e
v Ta 0 o %gD ) x T—A,(U) =0

Or on sait que les dérivées partielles de f sont non nuIIes en tout point é€ donc, pour tout point
M=(x,y,z) de ce voisinage de A=(a,b,cdn a:
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. TQ4
I’IT (b . ﬁ') /)(U)
-,"_ U = e
rw TQ,, .
ﬂ ﬁ‘—o %(U)
(v . 1T°Q,
EI ) b = ra %40 )
a T°Q4
Va 75 o4V )
On obtient les autres dp par permutation circulaire :
Ao ) | e . | LE%0)
" o 1 200) ) T %0)
e et re
BTSN OO N I M0
i@ L2 () o7 o & (o)
b) Onaalorséi | i AEAOAT AT O 1871 CAl EOi AEAOAET A
1Q,, - Q. Q-
o o, oy | ToM0) ) o)
— U X— U X-— 10U 0 Tngx X TQ(.O =
re- e Ten Laws) W) 5 m0)
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Exercice 9 Soit f une fonction C? de R* dans R. Soit (a.b,¢) € R*. On définit ¢ par ¢
Exprimer a I'aide des dérivées partielles de f les dérivées d’ordre 1, 2 et 3 de ¢

Posons 0 = 6,00, , unefonction Gdess ‘QEi 13

= f(at,bt,ct).

On écrit alors la composé&@ "Oqui donnes o = "@"Q6 = "QdDH,ad, @ puis la jacobienne de la composée

ce qui donneaisément:

TR
5 ©
Q. 10 Ta O
A CEE R Ol QO) o x o (0%
Q.
676 (0
Soit
2P 4 T“Q vy T T 5 “Q v T T 7 T“Q wa T T
e F0 = X~ WWW + WX — Ou,u + WX — O uDu
Tw Tw Ta
Pour la dérivée seconde on itére le procédé, on obtient en posant M &, ¢D, 6
\ ) LT TQ TQ., 5
/P = DX~ DX — 0 +OX =0 +Ox—0 +o
T T T Ta
A Y S
1w To T T¢
TQ.,
+OX~ OX—= 0 +0OX— 0 +0x—~ 0
) ) Ta
Soiten appliquant le théoréme de Schwarz puisque f est C2 (cat)C
12°Q -, 12Q 12°Q 120 A 12Q 2 127Q

e FFRH = (¥ x — + 0¥ x — + 08X — + 2
o U 7@ Y e U el T gg Y

B 7

Puis de mémeen appliquant le théoréme de Schwarz puisque f estC

e L 1%Q_ 1% . 1%0
'QGE—Q?XWU +()§me +O§XWU+
+4 mzooiTS 0 + (08— 170 0 + @O——— 170 0 +(711873“Q 0 + FQ—— 1 0 + @3 1>0
T ® T ® T o a 16T o T o & 16T
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Exercice 10.
. - e .o T27Q A
On cherche les fonctions @e 51 2 vérifiant: e AW = 2 0w D C=
Pour cela on utilise le changement de variables affine ww = - 5 = (6,0)
Effectuer un changement de variable consiste a chercher une fori¢tion, 0 "(86,0) de classé? surs 2

telle que la fonction composé®@= "¢ GSNAFAS I O2yRAGAZ2Y R2YyYySS 09Q0®
="a et donc: '@ = 'y AW X' QW

hy 206dGgali®yd t QS

Ltae T2t gon
T—Qmw T—Qm(b = Bou E)éu x'“bm Twm .
Tw Tw Te 710 'T'—Zchcb T—zmw’
ur @ 1 U
soit
1 1
T_Qmm T_Qmm = T;gzof) T_glou X E E
T To Tote T to 11
2 2
RQ2 G
Lo, +lT"Q,‘
1P = — —_——
. WO =51 OV Top oY
TPQ, ., 11Q, Q. |
wol® 215 %Y 215 2

Il faut alors obtenir les dérivées partielles secondes de la fonction f (quf)esn @nction de celles de g. Pour cela
on va utiliser une petite astuce.

Ty
1o

!
0

|
c-

On interprete les égalités (S) defégon suivante | "Ye: TT‘"

NIF N

—

c-

!

P 1ot 11 1 1R 10

@ 9 Tre % Tars Tro 18 %Y T O
e, re . o1 ore, s ra
T 2T Te%® T216 f0 10 ¥ o ¥
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hy RS@St2LIIS Sy dziAtraalyd 1 fAYSENRGS RS f Q2LISNT G S dzN
on peut appliquer le théoréme de Schwarz
TZ“Q‘d)—l TZ“Qc’)‘ +2T2"Q<’) +T2"Q<’)
T 0972 16 OV "0 O Tre OF
rZQ. . _1.17Q 2T2“Q,. +T2“Q,
Td?oqoo 4T020,U TOTDO,U TL‘)ZO'U
[ Q95t 09Q0: RSPGASYd I f2N&
reQ _rra b G®
T 9% Tt ¢
1 TZ"QC,’ +2T2" o +T2"Qé‘ 1 TZ"Q(,)‘ 2T2" o +T2"Qé‘
416 27 a0 O e PP Tare MY frao 0 Tie O
soit
;ZI
;O’OO,O: (ﬂ)

On sait que les fonctiori€de classe Guérifiant cette EDPQ, sont de la forme

"6,0) = Q) + Qo)  HATOD VI | Q62

Et donc les fonction¥Xe classe ﬁqui vérifient (ERsont de la forme

e -5

+

WAYOD Q' REWEE T FHEQI ' DEQE "G | Q62

o+ «
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