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TD n°4 : Formes différentielles et Intégration. : CORRECTION.

Exercice 1 Les formes différentielles suivantes sont-elles fermées? Sont-elles exactes 7 Préciser une pri-
mitive le cas échéant.
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Voir le cours : http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html

1)

3)

On pose w = —ydx + xdy = A;dx + A,dy
La forme différentielle w est-elle fermée ?
s . 94 aA ,
w est une forme différentielle sur RZ etona: a_yl = —let a_xz =1 donc w n ést pas fermée sur R?

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

On pose w = (x% + 3y)dx + (—y)dy = Aydx + Aydy
La forme différentielle w est-elle fermée ?

eea a4 a4
w est une forme différentielle sur RZ etona:— = 3et —2 =0 doncwn

'est pasR’fermée sur
dy dx

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

__x y _
On pose w = P dx + pewe: dy = A;dx + A,dy

La forme différentielle w est-elle fermée ?

. . 94 -2 2A , , e
w est une forme différentielle sur R? etona: 0_)/1 = (x2+;zy)z = 6_x2 donc w est fermée sur | 0 _honétbilt R?\{0; 0}
La forme différentielle w est-elle exacte ?
w exacte sur Ussiil existe F: U —» Rde classe C telle que: d, F = w(a) (pour a de U)

Sur R? : Cela correspond a : Z—:(x, y) = A (x,y) et Z—; (x,y) =4,(x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C* telle que:

aF . In(x%+y?2)
T S@N=aky= soit F(x,y) = ——>—+ a(y) (avecaC')
aF _ _ .y .0 (InGxi+y?) _ .y ' _ .y
T 500y = A4 (0y) = 25 soit 3 (F5224a0) ) = Z+d 0) = 22
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Donc a'(y) = 0 soit a(y) = Cte

In (x%+y?)

5 + Cte

Finalement w est bien exacte sur R? et w = dF avec|F(x, y) =

5)

6)

7)

On pose w = x*dx + xydy + z*dz = Aydx + A,dy + Azdz
La forme différentielle w est-elle fermée ?

pes a4 9A . , .
westuneformedlfferentlellesur]R3etona:a—xz= yet a—yl=0doncwnéstpasf ermée sur R ouvert ét

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

On pose w = x3dx + y3dy + z3dz = A;dx; + Aydx,+Azdx;
La forme différentielle w est-elle fermée ?

94, ;
w est une forme différentielle sur R3 et on a pour i # j dans {1,2,3} :Z% =0 = a—x’donc we st fermée sur I 7 o1l
j i
]R3
La forme différentielle w est-elle exacte ?
w exacte sur Ussiil existe F: U —» Rde classe C telle que: d, F =w(a) (pour a de U)
Sur R3 : Cela correspond 3 : Z—i(x, y) = A(x,y,2) ,Z—;(x, y) = Ay(x,y,2) et Z—: (x,y) =A3(x,y,2)
donc on cherche une fonction F de classe C" telle que:
4
ﬂ Z_j(x' Y) = Al (x:}’) = x3 ; soit F(x, y) = xZ + a(y’ Z) (avec a Cl)
9 = —v3soit 2 (X = % _ 3 _r
1 " (x,y) = Ay(x,y) = y° soit " (4 +a(y,2) ) = % (y,2) =y Donc a(y,z) = T b(z)
F ) 4 4 , 4
q a—z(x,y)=A3(x,y)=z3sozt 5(%+y7+b(z) )= b'(z) = 23 Donc b(z)=%+Cte
. . 2 x4 y4 Z4
Finalement w est bien exacte sur R* et w = dF avec|F(x,y) = S+t +t7 tCte
Onpose w = e*(x + y)dx + (e* + 3e¥)dy = A;dx; + A,dx;
La forme différentielle w est-elle fermée ?
. 0A; 4
w est une forme différentielle sur R? et on a pour i ;tjdans{l,z}:% = e* = a—i]doncw est fermée sur | '"ou
j i
RZ
La forme différentielle w est-elle exacte ?
Finalement w est bien exacte et w = dF avec |F(x, y)=(x+y—1)e*+ 3e¥ + Cte
Onpose w = x(y — 1)dx + y(x + 1)dy = A,dx + A,dy
La forme différentielle w est-elle fermée ?
westuneformedifférentiellesurRzetona:%=yet %=xdoncwn’ est pas ferméR sur |’ ouv

La forme différentielle w est-elle exacte ?

M. Duffaud (http://www.math93.com/ )




TD n°4 : CORRECTION des exercices 1, 2, 3,4 et 11 .Page 3 sur11

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

Yy

8) Onposew=ﬁyzd 2+z

dy A dx + Azdy avec x>0 [Aucalp 560

OnnoteU = {(x;y) € R? tel que x > 0}, U est donc le demi-plan délimité par (Oy), (Oy) exclu, ne contenant pas (-1 ;0).

La forme différentielle w est-elle fermée ?

e 2_y? 04; .
w est une forme différentielle sur R? et on a pour i # j dans {1,2} : E_ (;H};)z = a—X’doncwe st fermée sur |
i

étoilé U

La forme différentielle w est-elle exacte ?

w exacte sur U ssi il existe F: U — R de classe C" telle que : d, F =w(a) (pour a de U)

Sur R? : Cela correspond 2 : Z—i(x, y) =A(x,y) et Z—; (x,y) = Ay (x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C" telle que:

9F - N ;
i P (x,y) = A1(x,y) = el soit F(x,y) = arctan( ) +a(ly) siy #0 (avecach)
T Poury #0
dF x . a x
5y V) = A0 y) = — 5 soit o (arctan( ) + a(y)) 2+ —+d(y) = ~E
donc  a(y) = Cte
Finalement w estbienexactesurU _pr i vé de | ‘etavxelF aee|8(x, y)b:sucraars( )e—I—SCte
Remarque :
La forme difféentielle w = ﬁyzdx iy —~_dy est fermée sur tout ouvert U € R?\{0;0) mai s elle n’est
exacte sur un ouvert contenant des points (x ; 0).
y(1-x*+y*) x(1+x°-y?) _
9) Onpose w = Aty X + Ay dy = A;dx + A,dy
La forme différentielle w est-elle fermée ?
4 20,2 N4
 est une forme différentielle sur R? et on a : 242 = X Aoy oy doncwest fermée s® |’ ouver
ax (1+x*+y?)3 ay
La forme différentielle w est-elle exacte ?
w exacte sur U ssi il existe F: U — R de classe C" telle que : d, F = w(a) (pour a de U)

Sur R? : Cela correspond a : Z—Z(x, y) = A;(x,y) et Z—; (x,y) = Ay(x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C telle que:

oF = - Ya=xnh _
ﬂ 9x (Xr}’) - Al(xry) - (1+xz+y2)2 ’ soit F(x,}’)

or = L e & RO
1 2y (,y) = A5(x,y) = Qe SOt 55 (

Trx 2+y +a(y) (avecac)

_ x(1+x—y?) ' _ x(14+x°—y?)
+a (y) ) - (1+x2+y2)2 +a (}’) - (1+x2+y2)2

1+x2+y*

Donc a' (y) = 0 soit a(y) = Cte

Finalement w est bien exacte sur R? et w = dF avec|F(x,y) = 1+j3’+y2 + Cte
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Exercice 2 Soit la forme différentielle

w= (;1‘2+:ug— 1)de — 2y dy

a) Montrer que w n’est pas exacte,
b) Déterminer une fonction ¢ (4 une variable) telle que la forme différentielle wy = @(2)w soit fermée.
¢) Montrer que wq est alors exacte et déterminer une primitive.

a)

b)

c)

»  Voir le cours : http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Regardons si elle est fermée.

a

pea a4 A , .
westuneformedlfferentlellesur[RZetona:a—xz= Oet a—yl=2ydonca)n est pas fer méRé sur

Par théoreme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur UI. Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est

as exacte.

Déterminons @ telle que la forme différentielle w, définie par: w,(x,y) = @(x) X w(x,y) soit fermée.
Déterminons ¢ telle que w; soit fermée. On pose w; = Bydx + B,dy

% = 2yp(x) et% = —2y¢'(x) . Donc on prend par exemple @(x) = e™*. ainsi (p'(x) = —p(x) et
9By _ 0B

ady T ox

Doncenprenanto(x) = e, w;est fermée s®' | ' ouvert étoilé

Ona anrs|w1 = (x*+y*—1De*dx—2ye*dy

Posons : w;= (x*+y*—1)e*dx—2ye*dy=Bidx + B,dy
w1 exacte sur U ssi il existe F: U = R de classe C' telle que : d, F = wi(a) (pour a de U)
Sur R? : Cela correspond a : g—z(x,y) = B;(x,y) et Z—; (x,y) = By(x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C* telle que:

i Z—;(x,y) =B,(x,y) = —-2ye* ; soitF(x,y) =—y*e ™™ +a(x) (aveca ch

1 g—i(x,y) = B;(x,y) = (x> + y?> — 1)e™* soit :—x (—y?e™ +a(x))=y*e ™ 4+a (x) = (x2+y* —1De™

Donca (x) = (x2 —1)e™ soit aprés IPP a(x) = (—x?—2x—1)e™™

Finalement w; est bien exacte sur R? et w; = dF avec |F(x, y) = —(x*+y%+2x+1De™™ + Cte

Remarque :
On peut vérifier quesi w;(x,y) = (x2 +y? —1)e*dx —2ye*dy et
F(x,y) = —(x*> +y2 +2x + 1)e™ + Cte onaw;, =dF
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Exercice 3.
> Voir le cours : http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html

—_—

1. f@=4d avec d = Cte

1 fdérivetelleRQdzy LR GSydASt

A = a; =Cte donc m(ﬁ) =0 car pour i # jdans{1,2,3}:

=0 = %
ox; dx;

Decefaitr—d(ﬁ):B sur U= R? ouvert étoilé etdoncT __ RS NA FS RQdzy LIRGSyidASt

1 Déterminons ¢ telle que f = grad ¢ . Ona.f = grad @ = (a;; az;az) donc

> Z—;p= a, soitp(x,y,z) =ax + g(v,2)

> Z—;’ = a, soit g(y,z) = apy + h(2)

> ';—Z’ = aj soit h(z) = azz + Cte

Donc|(p(x,y,z) =a;x+ay+azz+ Cte|

2. f(x,y,2) = (x%,xy,2%)
1 fdérivetSt £ S RQdA LRGSYyGASt
34, 944

o, = vet WZO donc f ne dériva pas d’' un potenti el
3. f@=7nAd On pose d@ = (ay; ay; az) # 0
1 fdérivet-St £ S RQdA LRGSYydASt
%:aﬂt %:—% donc f ne déri vimufpags0d’ un potenti el
%=—azet %=az donc f ne dériva p@®s0d’ un potentiel. (sau
%=alet %=—a1 donc f ne dériva pes0d’ un potentiel. (sau
donc f ne déri wasqeds (agawy)#potenti el
4. fP =7
1 fdérivet-St £ S RQdA LRGSydASt
Pouri # j dans {1,2,3}: % =0 = % sur U = R? ouvert étoilé et donc fdérive R Qdzy LR G Sy G A St
j i

1 2 2 2
1 f= grade¢=(x7,2) Donc (p(x,y,z)zx?+y?+z?+ae

5. f(x,y,2) = (x3,y3,2%)

- 4 4 4
f= gradeo =(x,y,2) et |p(x,y,2) =xT+yT+ZT+Cte

6. f(x,y,2) =(e%0,0)

f= grade = (x,y,7z) et |(p(x,y,z) =e* + Cte
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Exercice 4. Intégrales curviligne

1 I= [, xy’dx+x’dy sur I le segment reliant A(1 ;1) et B(2 ;3)

1 T :Equationdusegment[AB]:x € [1;2] ety =2(x—1)+1=2x—1.

= x(t) =t

xX(t)=1
= y@®)=2t-1 {

soit : ,
y'() =2

. x
Le paramétrage est donc : {

Alors d' apr:fsoet d [P y®) @) e @ (x(6),y®)y ©)] dt

1 Calcul de | ' i:ntdgeadPdeuedilisgnr+ed ="
2. I= fr xydx + ydy surTf Q MBID cercle C(O ;2) avec A(2 ;0) et B(0 ;2)
f T:arcAB:
Le cercle Cux%tyt=4’ équation
, . (x= x(t) =2cost S .7
Par passage en coordonnées polalres{y = y(t) = 2sint’ avec t quivariede 0 a >
b {x’(t) = —2sint
one y'(t) =2cost
T Calcul de | 'intégrale curviligne
3 8 7 [ 2
I= f [4 cost sint t (—2sint) + 2sint t (2 cost)] dt = —gsing’(t) + 2sin? ()| = -3
0 0
3. I= fr xydx+yx2dy sur T le carré de sommet O, A(0,1), B(11) et C(1,0) parcouru dans le sens O,A,B,C,0
T :carré ABCD:
x=0 xvariede0al x=1 xvariede 1a0
Sur [OA] : {y varie de 031 Sur [AB] : { y=1 Sur [BC] : {y varie de 130 Sur [CO] : { y=0
Calcul de 1l 'intégrale curviligne

1 1 0 0 1 1
I=fxydx+yx2dy=f +] +] +f =f0dy+fxdx+fydy+f0dx=———=@
J o] Jlam JiBey Jico 0 0 1 1 2 2

Compléments.

> C’ est un cd=exmdxn yfdy estete.fermée ? = NON.

> Appliguons Green-Riemann. | [f, [Z—g —3—5] dxdy = [ Pdx+ Qdy

dex+Qdy=fL [g—g—g—i]dxdy=ﬂl) [2xy — x] dxdy = jolx <j01(2y—1)dy>dx=jo1x ?—ylidx=0
r
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4. I= [ y*dx+x*dy surTf QI NO R 2y?Hixr N1 quigointA(1 ;1) 3 B(-1;0)

F:f O ND® RS LI NIrozft$s

Surcetarc{ x =2y -1 Le paramétra eestdonc-{xz x(t)=2t2_1soit' {x’(t)=4t

"lyvariede 1a0 P & y= y@) =t ' y'(®) =1
T Calcul de | 'intégrale curviligne

0 4¢5 a3 1° 22

1= fyzdx+x2dy=f t? (4tdt) + 2t* —1)%dt = |—+t* ——+t| = |-—

1 5 3 L 15

r
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Exercice 11 Calculer // (z+yle Te ¥doedy on D = {(;r,y] eR?r,y>0,x4+y < 1}.
D

Calculer // (2 +y?)dady ou D = {(z,y) e R*/a? + y* < z,2% +y* > y}.
JJD
. Yy . ST [ - 2,2 2
Calculer //D R dedy ou D = {(z,y) € [0,1)*/z* +y* > 1}.
Calculer // zydedy on D = {(r‘y) eR? /e,y >0, gr + %fr < 1} avec a,b > 0.
JJD

1. Calculons: I = ffD (x +y)e ™ e dxdy sur D={(x;y)€ER?/ xy=>0, x+y<1}.

0.5

I

y:.}(+1

1 1—x 1
I = 'U (x +y)e ™ e™ dxdy = fo e* (fo (x +y)e‘ydy> dx = fo e [(~x—y—De ]y *dx
1

= f e*(=2e* 1 4+ x+1)dx soit]l = 2—5e 1]
0

2. Caleulons:J = [, (x* +y?) dxdy sur D={(x;y)ER?/ x*+y*<xetx*+y’>y}l

x2+ (y-0,5)2=0,§2

0.5
B

05

N
(x-0,5)2+y2=0,52

A\ 4

Soit M (x ; ¥) un point du domaine D.

0 Lacondition1 :x* +y? < x correspond & (x — %)2 +y? < i ,

donc M est a | (;’(éxthIdéceritreA@f;O)étlde rayad R elzi e
0 Llacondition2 : x*+ y* >y correspond & x* + (y — %)2 >% ,

donc M est a I|¢& (&mlu)@tehtmﬂ(ro;%)htde reyenrR(::I% e

Le domaine D correspond donc a la partie uniquement coloriée en rose.
On passe en coordonnées polaires.
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X =rcost
y =rsint
0 Llacondition1 : x* + y* < x correspondar® <rcost ,

r=costSail fQSldz GA2y LRflFANS Rdz LINSYASNI OSNDt So
0 Lacondition2 :x*+y® >y correspond a 7> > rsint ,
r=sintSali f QS dzl (sécchd/cerdld2 f | A NS Rdz

Posons { alors :

Or r est positif donc les deux conditions entrainent : [sint <r < cost

0 Ondoit donc avoir: cost > 0, doncon peut prendre t dans | — %,%[
0 Ondoitavoirenplus sint < cos t, donc on doit avoir t dans | — % ,% [

0 Deplus r est positif donc

=  sitestdans]0 ,% [, il faut prendre r entre sin tet cost

=  sitestentre]— % ,0[, il faut prendre r entre 0 et cos t

0 cost % cost
]=_U (% +y%) dxdy=f (r?) r drdt = f (f r3 dr> dt + f <f r3 dr) dt
D —% 0 0 sin t

_J‘O cos*t dt+ f% cos*t —sin*t i@t
/= T 4 0 4
2

0 T
7
4x] = fﬂcos‘* t dt+ f (cos? t —sin® t)( cos? t + sin? t) dt
" 0
Z

0 4
7
4><]=fncos4t dt + f (2 cos?t—1) dt
" 0
Z

m

0
4x] zf cos*t dt+ J-4cos(2t) dt
- 0

V]

Il faut linéariser cos* t

1+ cos 2t\? (cos2t)®> cos2t 1 1+4cos4t cos2t 1 cos4t cos2t 3
5 )= + +-=-x + +-=

1
44 _ 2402 _ - =z
cos"t = (cos" ) ( 4 2 "1 14 2 2 tiT 8 tT7 T8

4t_cos4-t+c052t+3

st g 2 '8
Donc

_ 0 i g T 2e) di = sin4t sin2t 3 1° sin 2t1%
4><]—J-_%cos t t+J;cos( t) dt = 37 +—4 +§t]_£ [ > ]0
4% _371’ 1

/= 1673

_311.' 1
/= ts
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Xy

-7 — . . 2 2 2
Ty dxdy sur D={(xy)el0;1]°et x*+y*=>1}

3. Calculons: K = [,

Le domaine D correspond aux points extérieurs au cercle C de centre O et de rayon 1, qui sont intérieur au carré O, (1 ;0)
(1;1),(0;1).

Pour x qui variede 0a 1, yvariedey1 —x%a 1

K—ﬂ Y xd —fl
Tl 1+xt+y? xey = Ox

1

! y
fm<1+x2+y2)dy]dx
2 2 1
[In(x* + y* + 1)]\/? dx

1 X2+ 2
ZXKzfxln dx
0 2

Par IPP :
2XK—f1 ! x?+2\ le 22+ 2\]" flxzx 2x p
L)t ), T L e

2xi=1m(d)- [ g
“2M\2) 7 ), 2

K =

s
N R

1 %3
Calculons [ ——dx.

J‘l x3 p _J‘lx3+2x—2xd _flx(x2+2)—2xd _fl 2x = x? i + 2 !
o X°+2 x= o x2+2 x= 0 X2 +2 x= Ox P e P )0

x> +2 2

T x3 1
J. dx=|—-In3+In2+—=
0

Donc on obtient :

2K =11 (3) (13+12+1)
=22 nerieTy

M. Duffaud (http://www.math93.com/ )




TD n°4 : CORRECTION des exercices 1,2, 3,4 et 11 .Page 11 sur 11

4. Calculons: K = [f xy dxdy sur D= {(x; y) ER?/ x,y>0, % + 2% < 1}. a et b positifs.

Le domaine D correspond a |’ intérieur de |

a %x/az—xz X a az b?
K=ff xydxdy=f x f y dy dx=—2fx(a2—x2)dx=
D 0 0 2a® Jy

el lipse

M. Duffaud (http://www.math93.com/ )

pour

)



