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TD n°6 : CORRECTION 

Courbes paramétrées. . 

 

1.  ⱬ— = —+
—
 

¶ Ὅ= ᴙ/ {0} 

¶ ” est impaire donc  on passe de ὓ —,”—  à ὓ —,” —  par la symétrie par rapport la droite 

(ὕώ). On Prend donc — dans ]0 ; +Њ[ puis on fait une symétrie / (Oy). 

¶  ⱬ◄= ◄+
◄

  

¶ Variations. 

ⱬᴂ◄=
◄

=
ὸ² 1

ὸ²
 

ὸ 0  1  +Њ 

ⱬᴂ◄=
ὸ² 1

ὸ²
 

 
 - 0 + 1 

ⱬ◄= ◄+
◄
 

+Њ    +Њ 

 
 
 
 

 
2 

 
 
 

 

¶ Branches infinies. 

¶ lim+Њ”— = +Њ  ɱ ǇǊŞǎŜƴǘŜ ǳƴŜ branche-spirale. 

¶ ἴἱἵ + ⱬⱣ = +Њ  

on a : 
ὢ— =  ”—cos(—)

ὣ— =  ”—sin(—)
On a donc lim0ὢ— = +Њ   

lim0ὣὸ= lim0 ὸ+
1

ὸ
sinὸ= 1, on fait un DL ὸ+

1

ὸ
sinὸ= ὸ+

1

ὸ
ὸ+ έ(ὸ²)  

ἴἱἵ ╨Ᵽ = Σ ŀƭƻǊǎ ɱ ŀŘƳŜǘ ǇƻǳǊ asymptote la droite ╨=  dans R. 

¶ Etude en :  ╜ = ═[ ,ⱬ ] 

D t = detόᴆ,ὺᴆ
Ὠὓᴆ

Ὠὸ
,
Ὠ²ὓᴆ

Ὠὸ²
= ”² ὸ+ 2”ᴂ2 ὸ ”ὸ”ᴂᴂὸ=  

ὸ6 + 4ὸ4 3ὸ² 2

ὸ4
 

donc Ὀ(1) = 0 Ŝǘ ɱ ǇǊŞǎŜƴǘŜ ǳƴ Ǉƻƛƴǘ ŘΩƛƴŦƭŜȄƛƻƴ Ŝƴ ╜( ) = ═[ ,ⱬ( )]. 
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Pour t de 0 à 15 

Pour t de -15 à 15 
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2.  ⱬⱣ = ╬▫▼ Ᵽ+  

¶ ” est 
2“

4
=
“

2
 périodique donc étude sur [-

“

4
 ;
“

4
] Ǉǳƛǎ Ǌƻǘŀǘƛƻƴǎ ŘΩŀƴƎƭŜǎ 

“

2
,2 ×

“

2
 et 3 ×

“

2
 

¶ ” est paire, ” — = ”— on passe de ὓ —,”—  à ὓ —,” —  par la symétrie par rapport à 

(Ox). On Prend donc — dans [O ;
“

4
] puis on fait une symétrie / (Ox). 

¶ Variations. 

”ᴂ— = 4 ίὭὲ 4— 

ὸ 0  
“

4
 

”ᴂ— = 4 ίὭὲ 4— 0 - 0 

ⱬⱣ = ╬▫▼ Ᵽ+  

2   

 
 
 
 

 
0 

¶ Tangentes en 0 et 
Ⱬ
 

o On a ὓ
Ⱬ

= ╞( ; ). Donc la tangent à la courbe au point ὓ
Ⱬ

 est la droite 

D(0 ;
Ⱬ
). 

o ὓ(0) = ὃ(2 cos0  ; 2 sin0) = ὃ(2; 0). 

”ᴂ0 = 4 ίὭὲ 0 = 0 , donc  tanὠ=
“

2
 [“] où ὠ— = ((ὕὓ);Ὕ(—) ) 

Donc on a une tangente verticale en A. 

 

[O ;
“

4
] 
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[-
“

4
 ;
“

4
]  

 

Avec les 3 
rotations 

 (ou sur [ “;“] 

 
 

 

 

a) 

¶ I=[0  Ƞ Њ  ÅÔ ÓÙÍïÔÒÉÅ ÐÁÒ ÒÁÐÐÏÒÔ Û /Ù  ÃÁÒ Ὢ( ὸ) = Ὢ(ὸ) 

¶ lim+Њ
ώ(ὸ)

ὼ(ὸ)
= 0 donc branche parabolique de direction(Ox) 
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¶ Tangente en M(0)=O(0 ;0). 

Ὢȭ(ὸ)ᴆ= 3 3ὸ²,6ὸdonc Ὢȭ(0)ᴆ= (3 ; 0) dirige la tangente. (horizontale) 

¶ Points réguliers. 

ώȭ(ὸ) = 0 ίίὭ ὸ= 0 or ὼȭ(0) = 3 0 donc tous les points sont réguliers puisque 

pour tous les réels t on a Ὢȭ(ὸ)ᴆ 0ᴆ 

 

 

b) 

Abscisse curviligne s. 

ίȭ² ὸ= ὼᴂ2 ὸ+ ώᴂ2 ὸ= 3 3ὸ² 2 + 6ὸ2 donc  ίᴂ(ὸ) = 3 ὸ2 + 1 = Ὢᴂ(ὸ)ᴆ 

 ίὸ=  ᷿ᴁὪᴂ(ὸ)ᴁ Ὠὸ
ὸ

ὥ
 en prenant pour origine a=0,  ίὸ=  ὼ(ὼ2 + 3)  

Vecteurs de la base de Frenet ד ὓ;Ὕᴆ,ὔᴆ Tous les points sont réguliers donc pour tout réel t 

on a :  

¶ Ὕᴆ=
Ὠὓᴆ

Ὠί
 donc  Ὕᴆ=

Ὠὸ

Ὠί
 
Ὠὓᴆ

Ὠὸ
=  

1

ίᴂ(ὸ)
 ὼᴂὸ Ὥᴆ+ ώᴂὸ Ὦᴆ soit ici 

Ὕᴆ=
1

(ὸ2 + 1)
  (1 ὸ2)Ὥᴆ+ 2ὸ Ὦᴆ=

1

ὸ2 + 1
 1 ὸ²

2ὸ
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¶ ὔᴆ=
ώᴂ

●ᴂ+◐ᴂ
 Ὥᴆ+

ὼᴂ

●ᴂ+◐ᴂ
 Ὦᴆ  donc ici ὔᴆ=

1

ὸ2+ 1
 

2ὸ
1 ὸ²

  

 

Calcul de la courbure .  ╡▼ =
▀▼

▀ⱴ
=
ⱴᴂ▼

=  
●ᴂ ◄+◐ᴂ(◄)

▀ⱴ
 et ♬(▼) =

╡
 

Méthode 1 : Application directe de la formule. 

Ὑ=
Ὢᴂ(ὸ)
ᴆ

3

det (Ὢᴂ,Ὢᴂᴂ)
=

◄²+
 et donc ♬▼=

╡
=

◄²+
  

Méthode 2 : On utilise la formule de Frenet, 
ὨὝᴆ

Ὠί
=
ὔᴆ

Ὑ
 on a ίᴂὸ= 3 ὸ2 + 1 = Ὠί/Ὠὸ 

ὨὝᴆ

Ὠί
=  
ὨὝᴆ

Ὠὸ
 
Ὠὸ

Ὠί
=
ὨὝᴆ

Ὠὸ
×  

1

3(ὸ2 + 1)
=

1

ὸ² + 1 ²
 

4ὸ
2(1 ὸ2)

×  
1

3(ὸ2 + 1)
 

on a :  

ὨὝᴆ

Ὠί
=

2

3 ὸ² + 1 2
 

1

ὸ2 + 1
2ὸ

1 ὸ²
 

ὨὝᴆ

Ὠί
=

2

3 ὸ² + 1 2
 ὔᴆ 

Donc :  ╡=  
◄²+

  et  ♬▼=
╡

=
◄²+

  

c) Développée de la courbe ◔. Notion étudiée par Monge en 1771 

Posons :  Ὠ= det (Ὢᴂ,Ὢᴂᴂ) =  ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ   et  ίȭ² =  ὼᴂ² +  ώᴂ².  

,ȭéquation générale de la développée d'une courbe plane (lieu des centres de courbure) : 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ
ὢὅὸ=  ὼ ɀ ώᴂ

Ὢᴂ(ὸ)ᴆ
2

det (Ὢᴂ,Ὢᴂᴂ)
= ὼ ɀ ώᴂ

ίȭ²

Ὠ

  ὣὅὸ=  ώ +  ὼᴂ
Ὢᴂ(ὸ)ᴆ

2

det (Ὢᴂ,Ὢᴂᴂ)
= ώ+  ὼᴂ

ίȭ²

Ὠ

 

ici :  Ὠ= det Ὢᴂ,Ὢᴂᴂ=  ὼᴂώ - xώᴂ= 18(t²+1)  et  ίȭ² =  ὼᴂ2 +  ώᴂ2 = 9(ὸ2 + 1)²  

  ὢὸ=  4ὸ3

    ὣ ὸ=  
3ὸ4

2
+ 3ὸ² + 3/ 2
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1. Hyperbole. 

ὼ= ὸ

ώ=
1

ὸ
 

,ȭïÑÕÁÔÉÏÎ ÄÅ ÌÁ ÄïÖÅÌÏÐÐïÅ ÅÓÔ :  
ὢὸ=  ὼ ɀ ώᴂ

ὼᴂ2+  ώᴂ2

ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ
= ὼ ɀ ώᴂ

ίȭ²

Ὠ

  ὣ ὸ=  ώ +  ὼᴂ
ὼᴂ2+  ώᴂ2

ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ
= ώ+  ὼᴂ

ίȭ²

Ὠ

 

On trouve :  

ὢὸ=
3ὸ

2
+

1

2ὸ3

  ὣ ὸ=
ὸ3

2
+

3

2ὸ
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2. Ellipse. [Ramis5]p111  

 
ὼ= ὥcosὸ
ώ= ὦsinὸ 

 

,ȭïÑÕÁÔÉÏÎ ÄÅ ÌÁ ÄïÖÅÌÏÐÐïÅ ÅÓÔ :  
ὢὸ=  ὼ ɀ ώᴂ

ὼᴂ2+  ώᴂ2

ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ
= ὼ ɀ ώᴂ

ίȭ²

Ὠ

  ὣ ὸ=  ώ +  ὼᴂ
ὼᴂ2+  ώᴂ2

ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ
= ώ+  ὼᴂ

ίȭ²

Ὠ

 

On trouve :  

ừ
Ừ

ứ ὢὸ=
ὥ2 ὦ2 cosὸ3

ὥ

  ὣ ὸ=  
ὥ2 ὦ2 sinὸ3

ὦ

 

Avec a=2 et b=3 
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3. Spirale. 

”= Ὡ— 

ὼ= Ὡὸcosὸ
ώ= Ὡὸsinὸ

 

,ȭïÑÕÁÔÉÏÎ ÄÅ ÌÁ ÄïÖÅÌÏÐÐïÅ ÅÓÔ :  
ὢὸ=  ὼ ɀ ώᴂ

ὼᴂ2+  ώᴂ2

ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ
= ὼ ɀ ώᴂ

ίȭ²

Ὠ

  ὣ ὸ=  ώ +  ὼᴂ
ὼᴂ2+  ώᴂ2

ὼᴂώ"  ὼ"ώᴂ
= ώ+  ὼᴂ

ίȭ²

Ὠ

 

On trouve :  

ὢὸ= Ὡὸ ίὭὲὸ ὸ

ὣ ὸ=  Ὡὸ ὧέί ὸ
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a.  

On a  ᾀ ὸ= ά ὩὭὸ ὩὭάὸ, on peut passer en représentation paramétrique. 

Ὢ(ὸ) =
ὼ(ὸ) = άὧέίὸ ὧέίάὸ
ώ(ὸ) = άίὭὲὸ ίὭὲάὸ

 

¶ ᾀὸ+ 2“ = ᾀ(ὸ) donc z est 2ʌ-périodique, étude sur [ “;“] (de même pour f) 

¶ Symétrie. 

o  ᾀ ὸ= ᾀ(ὸ)  ÄÏÎÃ ɜ ÅÓÔ ÓÙÍïÔÒÉÑÕÅ ÐÁÒ ÒÁÐÐÏÒÔ Û /Ø ȟ étude sur [  ;Ⱬ]. 

ou de même 

o Ὢ ὸ=
ὼ(ὸ)

ώ(ὸ)
 donc Cf est symétrique par rapport à (Ox), étude sur [  ;Ⱬ]. 

¶ ◑◄+
Ⱬ

□
 

ᾀὸ+
2“

ά 1
=  ά ὩὭὸ+

2“

ά 1 ὩὭά ὸ+
2“

ά 1   

ᾀὸ+
2“

ά 1
=  ά ὩὭ

2“

ά 1 ὩὭὸ ὩὭ
ά

ά 1
 2“ὩὭάὸ   or  

ά

ά 1
=
ά 1+ 1

ά 1
= 1 +

1

ά 1
  

ᾀὸ+
2“

ά 1
=  ά ὩὭ

2“

ά 1 ὩὭὸ ὩὭ 2“ὩὭ
2“

ά 1 ὩὭάὸ  

ᾀὸ+
2“

ά 1
=  ὩὭ

2“

ά 1  ᾀ(ὸ)   

 

Donc on pÁÓÓÅ ÄÕ ÐÏÉÎÔ - ÄȭÁÆÆÉØÅ Ú Ô  ÁÕ ÐÏÉÎÔ -ȭ ÄȭÁÆÆÉØÅ ᾀὸ+
2“

ά 1
 par une rotation de 

ÃÅÎÔÒÅ / ÅÔ ÄȭÁÎÇÌÅ 
2“

ά 1
. 

Pour □ > 2, /Î ÒïÄÕÉÔ ÄÏÎÃ ÌȭÉÎÔÅÒÖÁÌÌÅ ÄȭïÔÕÄÅ Û :   ;
Ⱬ

□
. 

Pour □ = , /Î ÒïÄÕÉÔ ÄÏÎÃ ÌȭÉÎÔÅÒÖÁÌÌÅ ÄȭïÔÕÄÅ Û :  [  ;Ⱬ]. 
 
 


