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TD n°6 : CORRECTION

Courbes paramétrées. .

Exercice 1 Etudier les courbes décrites en polaires par

1
r—=604 -
7 —1—9

2. r=cos(40) +1
3. r=2sinf-1
4

—_

. =24 sin 84
1
p() =6+
I = R/{0}

p est impaire donc on passe de M(G,p(Q)) a M(—G, p(—9)) par la symétrie par rapport la droite
(0y). On Prend donc 6 dans ]O ; +oo[ puis on fait une symétrie / (Oy).
pt) =t +% #0

Variations.
) _ 1 t2—1
p()=1- z 2
t 0 1 +00
) _ t2—1
p)=—7 - 0 + 1
+00 +00
1
t 2

9 Branches infinies.
T limie p(8) = +0 m LINB & $rdrich8-spidalé.S
T limg, p(@) = +oo

ona :{X(H) = p(6)cos(0)

Y(0) = p(6) Sin(6)On a donc||im0 X)) = +oo|

limo Y () = lim, (t + %) sint = 1, on fait un DL (t + %) sint = (t + %) (t + o(t?))
limyY(0) =1 | £ 2 NBA rgsyrhpkodé & droite 2 dzNdans R.
1 Etudeen: M(1) = A[1,p(1)]

t®+4t* — 32 -2
t4

dM dzM
dt ' dt?

D(Y) = deta,a( ) = p2(8) + 20 (1) — p()p" (1) =

doncD(1) =08 m LG ALSYAGYSI RM)EHU{(ISENR Y Sy
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PourtdeOa 15

“12- Pour t de -15 & 15
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2. p(@)=cos46+1
1 pest%zgpériodique donc étude sur [ ;7] LIdzA & NB G | ERoxFe3KQl y It

9 p est paire, p(—0) = p(H) on passe de M(Q,p(e)) a M(—H,p(—@)) par la symétrie par rapport a
(Ox). On Prend donc 6 dans [O ;%] puis on fait une symétrie / (Ox).

| Variations.

p (0) = —4sin 46

t
p (0) = —4 sin 46 0 -

p(0) =cos46 +1 \
0

 Tangentes en 0 et %

oA

0 OnaM G) = 0(0; 0). Donc la tangent a la courbe au point M G) est la droite
T
D(0 ’Z)'
0 M(0) =A(2cos0 ;2sin0) = A(2;0).
p (0)=-4sin0=0,donc tanV = g [7] ot V(8) = ((OM);T(6))

Donc on a une tangente verticale en A.

[O ;Z]
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T
['Z IZ] 2 4 0 \_/

Avec les 3
rotations
(ou sur [—m; ]

Exercice 2 On considére la courbe plane I' de paramétrage (3t — 3, 3t2)

a) Apres étude, représenter la courbe.

b) Déterminer 'abscisse curviligne s, les vecteurs de la base de Frenet T, N, et la courbure v.
c) Déterminer la développée de T'.

a)
1 I=[0;+4oo[ et symétrie par rapport a (Oy) car f(—t) = —f(t)
T limye % = 0 donc branche parabolique de direction(Ox)
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1 Tangente en M(0)=0(0 ;0).
]th = (3 — 3t2,6t)donc f—(f)_)’ = (3;0) dirige la tangente. (horizontale)

1 Points réguliers.
y'(t) =0ssit =0orx’(0) = 3 # 0donc tous les points sont réguliers puisque
pour tous les reelston a ]th +0

b)

Abscisse curviligne s.

s2(0) =x2(0) +y2(0) = 3-3)? + (6t)?donc  |s'(t) =3(2 + 1) = ||[f &)

s(t) = f;llf'(t)ll dt en prenant pour origine a=0, [s(t) = x(x? + 3)

Vecteurs de la base de Frenet|R (M; T, IV) Tous les points sont réguliers donc pour tout réel t

ona:

7= M Z_dtdM _ 1N
T |T=- donc T=—— 7O (X' () T+ y'(t) J)|soit ici

1 _
t2+1 (1 2tt2)

T =

[(1-tD)i+2t]] =

(#+1)
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- T x - N A 1 _2t
N = _Jx’2y+y’2 T ) |doncici N = (1 -’ tz)
[x2()+v 2
Calcul de lacourbure. (R(s) = L e VOO y(s) ==
dp  ¢(s) de R
Méthode 1 : Application directe de la formule.
& :
40) 3(t2+1)
=——V= etdonc ===
detif f) 2 v(s) =5 3(t2+1)
, . dT _ N
Méthode 2 : On utilise la formule de Frenet, — = xlona

dT _ dT dt _dT

1 1

s (t) =3(t2 + 1) = ds/dt

B —4t
ds  dids dt 3@+1) (@+1)2 (2(1—t2)

)* 5@+ D

ona:
d? _ 2 1 ( —2t )
ds 3(t2+1)2 t2+1\1—¢2
dT 2 .
—_ N
ds 3(t2+ 1)2

. _ 3(2+1)? _1_ 2
Donc: R=——|etjy(s)=;= 3r1)]

c) Développée de la courbe r. Notion étudiée par Monge en 1771

Posons : d=detif ,f )= xy" — x"y' et 2= x2+y2
L’équation générale de la développée d'une courbe plane (lieu des centres de courbure) :

( 212
| Xe(® = x- ol _ s
C Y Bty 1) a
= ' ”f—(t;”2 _ , 82

ici: d=det(f,f )= xy-xy =18(t2+1) et 52 = x2+ y2=9(t2 + 1)2

X(t) = —4¢3
3t*
Y (t) = —7+ 3t2+3/2
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Exercice 3 Déterminer et représenter la développée des courbes suivantes :

1
1. L'hyperbole y = —

2. L'ellipse x = acost, y = bsint
3. La spirale p = ¢’

1. Hyperbole.
x=t
1
YT
, '2 '2 ;) 2
XO=x-y s =x-y'3
L’équation de la développée est : L Y2y o2
rO=y+ o=y T
On trouve :
X() = 3t 1
2 2t
Yo = t3 . 3
2 2t
10
j -

-10 -5

-10 -
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2. Ellipse. [Ramis5]p111

{x =acost
y =bsint
, 2 2 ;) o’2
XO)=x-y St —=x-y2
L’équation de la développée est : , };’2+y}’]2 e
Y(t):y+xm:y+x7
On trouve :
2 _ 2 3
a® — b?)(cost
( xo = @=PDCos)

a
—(a? = b?)(sint)3
b

Y (t) =

Avec a=2 et b=3
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3. Spirale.
p=e°
{x =elcost
y =etsint
X(t) = X - ! M o —_ ! 5_’2
)z . . . . y x'y"—x"y' d
L’équation de la développée est : IPINE s
= -+ _ = + J—
YO=y+x =yt
Ontrouve :
{X(t) = —elsintt
Y (t) = et cost
10 5
5 —]
-10 3 10
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Exercice 4 Soit m € N avec m > 2. On considére la courbe paramétrée dont le point variable est
d’affixe :

2(t) = me' — ™t

2m
a) Exprimer 2(—t) et z(t + m) en fonction de z(t). En déduire des propriétés sur la courbe et un

intervalle d’étude judicieux. (On se limitera dans la suite & cet intervalle d’étude)

b) Décrire les points non réguliers.

c) Déterminer une abscisse curviligne.

CD Déterminer V'affixe du vecteur T et celle du vecteur N. Déterminer PPangle formé par les vecteurs 7 et
T.

e) Exprimer la courbure de la courbe. La courbe admet-elle des points d’inflexion ?

f) Déterminer 'affixe du centre de courbure pour un point de la courbe.

a
Ona z(—t) =me™ — ™™ on peut passer en représentation paramétrique.

x(t) =mcost — cosmt
y(t) =msint — sinmt

£ =1

1 z(t+2m) = z(t) donc zest 2m-périodique, étude sur [—m; ] (de méme pour f)
1 Symétrie.

o z(—t)=2z(t) donc T est symétrique par rapport a (Ox), étude sur [0 ; r].
ou de méme
t _ N p
o f(-t)= {_x}f(g) donc Cf est symétrique par rapport a (Ox), étude sur [0 ; r].
T oz(e+5)
. 2 , 2
Z (t “+ 2—_”1) = m el(t+m—1) — elm(H—m—l)
2r ) — i(25) it _ i(-2s2n) it m_m-1+1 _ 1
Z(t+m—l)_me( 1)e e( ! )Ze or m-1_ m-1 _1+m—1
A (t + 2—) =m el(m)eit — ei(zn)ei(m)eimt
m-—1
2

Donc on passe du point M d’affixe z(t) au point M’ d’affixe z (t + %) par une rotation de

2
centre O et d’angle —.
m-—1

Pour m > 2, On réduit donc I'intervalle d’étude a : [0 ) % .

Pour m = 2, On réduit donc l'intervalle d’étudea: [O;m].
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pour m=2
b. Points non réguliers.
! — . .
£t = {x (t) =msinmt —msint
y'(t) = mcost —m cosmt
Pour tout réel t
! — . _ . — ; : R : t=mt [2m]
T x (@) =msinmt—msint=0,si sint =sinmt soit | oo [21]
_ 2
=0 [m—l

donc puisque m = 2

out=

m+1 m+1

9 On se place alors sur I'intervalle d’étude,

y'(0)=0 et pour m > 2 y'( il )qto

m+1

Le seul point non régulier est donc :

_ _ (x(0) =mcos0—cos(mx=0) _ -
M) =7(0)= {y(O) =msin0 —sin(m x0)

Tangente en A(m - 1,0).

ro={
" x' (t) = m?cosmt —mcost v« (x (0)=m?—m
Tro= { "(t) = m%sinmt —m sint’ donc f(0) = { y (0)=0

orx (0) = m? —m = m(m — 1) donc puisque m = 2, x" (0) # 0
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etdonc f" (0) # (0;0).

La tangente en A est donc dirigée par : F(0) = (mzo—m)
® () =msint —m3sinmt X" (0)=0
@) =1* donc |£F®(0) = {
LA {Y(S)(t)=m3COSmt—mcost’ FEO=4" 0) =mé = m

or det (f@(©); f®(6) ) = (m? —m) x (m® —m) = m?(m — 1)(m? — 1)

Donc puisque m > 2, det (f(2>(t);f(3)(t) ) + 0et (f(z)(t);f(3)(t) )est libre.

De ce faitonap = 2 et g = 3, La courbe présente en A un point de rebrousement de premiére

espece.
Fl)
Mo/
\ ﬁ)

p pair et ¢ impair: point de
rebroussement de 1°° espéce

c. Abscisse curviligne.

Abscisse curviligne : On appelle abscisse curviligne sur I" toute application s : I = R de classe Cl(l) telle que :

s =If O = |l=
On a donc sabscisse curviligne sur I ssi il existe a de | tel que : s(t) = fatllf'(t)ll dt o0 &rigine) f Q
Lt Sy SEA&GS R2yO dzyS AYFAYAGS ljdzA &S RSRdzA &Sy

s'(t) = \/x’z(t) +y'2(t) = \/( msinmt —m sint)2+ (mcost —m cos mt)?

s(t) = m\/—2 (costcosmt + sintsinmt — 1)

s (b) = m\/—2 (cos(mt—t)—1) = m\/i\/l — cos[(m — 1)t]

2

s () :m\/z\/Zsin2<M)=2m|sin( m-1 t>| =2msin< m—1 t)

Carona: 0<t<— et O0<—t<nm donc sin(mTt)ZO
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On doit donc chercher une primitive de s’. (on pose k=m-1)

s(t) = m\/_f 1 — cos[kx] dx

s(t)—m\/_f ’251112 dx

s(t) = 2m.f Sm

—4 -1 e )7
s(t) = m—_nicos( mT t) pour t dans l'intervalle d’étude.

Autre méthode

Enposant  u = coslkx] pour 0<a<x<t<m,onprendparexemlea=0

t
f 1 — coslkx] dx =
0

J- fcos kt 1 u
cos kt / 1 u2 k Vv1-— u2

on suppose l'intégrale définie (on peut remplacer 1 par b et faire tendre b vers 1)

S du= % N

cos kt _ cos kt
=il
On peut donc prendre comme abscisse curviligne .

s(t) = — inm\/_\/l+cos(m l)t——zm—\/i\/Zcosz(m_lt)

m-—1 2
—4m (m—1t>
_1COS >

s(t) =

d. Vecteurs de Frenet.

s@®) = |[f ®] =mv2y1—cos[(m — 1)t]

——

— aM - dt d_M) ey e e

T |T=—|donc |T=—-—= S(t) ('@ T+ y'(0) ) |soit ici
7= 1 (msinmt—msint)
m 2 /1 — cos[(m — L)t] \mcost—mcosmt

. . +b . —-b
On applique les formules: cosa —cosh = —2sin aTsm aT
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a—b

. . +bh .
sina —sinb = 2COSaTSInT

5 (mt + t) ;
Cos 5 Sl

—1 t)| 2sin (t +2mt) sin

o 1
T

2m |sin( m

donc ici

(mt+t)
2

. 1 . mt +t
S|n<p=e; SII’]( > )

_ COS @ = £— COS
1 Soit = (7,T) qui est déterminé par : m

t cos t —cos mt  —2sin (H;nt) sin (t_;nt) t t+mt
® sin mt —sin t 2cos (%) sin (mtz t) 2
. t+mt
soit tang = tan( - )
t+mt +1
Donc : =—= [n] = = t[n]
2 2
e. Courbure de la courbe.
2P _ ol

' 12)2 £) 1
R:s—: x’”+y”’ = f(r —| et S)——
o Xy 'y detitf f") Y(s) =z

R _2m\/2—2005(mt—t) _2m\/§\/1—cos(mt—t)
B m+1 B m+1

ou alors en utilisant le résltat précédent :
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R=S,— 2m|sin(m2_1t)|_4m|sin( ~ t)|
go’ m+1 m+1
2

Points d’infexions.

R ne change pas de signe..

f. Affixe du centre de courbure.

Par définition, le cercle de courbure en M est le cercle de centre C et de rayon R avec :

= l><R><[ sin(t+mt)]+ t
xc—sm > x(t)

) ()

1 R (mt +
=eg— X R X COS
Yc m
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Exercice 5 Soit I' la courbe paramétrée par

M(t) = (tcost —sint,tsint + cost)

a) I' a-t-elle des points non réguliers, non biréguliers 7 Quelle est 'allure de la courbe en ce(s) points ?
b) Déterminer une abcisse curviligne, les vecteurs de Frenet et la courbure de T'.
) Déterminer la développée de T'.

c
d) Apres étude de I, représenter I et sa développée (on se limitera a t € [—27, 27]).

a)Points non réguliers et non biréguliers. Df =R
Symétries.
x(—t) = —x(t) . . 5
—t) = donc la courbe présente une symétrie par rapport a (Oy),
T /=0 {y(_t):y(t) p y par rapport a (Oy)
Etude sur [0 ;+oo].

Points non réguliers

_ (x(t) =tcost—sint Lon _ (X'(t) = —tsint
f(t)_{y(t) =tsint+cost et f(t)_{y’(t) =tcost
T x'(t)=-—tsint=0si t =0 [n]

 0ry(0)=0etVkeZ,y (kr) #0

Donc le seul point non régulier est|M(0) = A(0;1)|

Etude le I'allure de la courbe en M(0)=A(0;1).

y" (t) =cost— tsint et y" (t) = —tcost— 2sint

f”(t):{x (t):—tcost—sint f”’(t):{ x (t):tsint_zcost

1 7(0)= (2) porte la tangente en A.

—_— s ————

1 etf (0)= (_02) est un vecteur tel que (f’(O);f”(O)) est libre

De ce faitonap = 2 et g = 3, La courbe présente en A un point de rebrousement de premiére
espece.

)

M,

\ F‘Pl(b)

p pair et ¢ impair: point de
rebroussement de 17 espéce
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Points non biréquliers.

d=det(f'(t),f (t)) =t2|Ort2=0ssit =0

Donc M(0)=A(0:1) est le seul point non biréqulier.

b. Abscisse curviligne, vecteurs de Frenet et courbure.

SO =If ©I =

Abscisse curviligne : On appelle abscisse curviligne sur I toute application s : I = R de classe C'(1) telle que :

dt
On a donc sabscisse curviligne sur I ssi il existe a de | tel que : s(t) = fatllf'(t)ll dt ol &rigine) f Q
Lt Sy SEAaGS R2yO dzyS AYTFAYAGS ljdzA 4SS RSRdzA a8yl
, .
x'(t) = —tsint
ro={
y'(t) = tcost
1 [s’(®) = |t| = t|(Siontravaille sur [0 ;+4oo[.)
. t2
SltZO,S(t):? ) N _
1 2| estune abscisse curbiligne possible.
sit<0,s(t):7
9 Pourtnonnul,t>0:
g d—M) e dt W 1 ! -»> ! g s e =g —tSint
= —_— = — = — + . _
T=— donc |T el ') T+y'(t)))|soitici: T f cost
Pour t > O,? = <_ Smt)
cost
N — _ y, Ed x - ~ — - COSt
T |N=-gmsz i+ e /| done Pourt>0, N = (_ sint
2y _ ol
R=S=0"0 - _VOIL =1
l ¢’ Xy —x y deti¢f f ) et Y(S) R
R= WO 1P _ylefp(sy =1
detigf' f") t2 4 It|
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c. Développée de la courbe.

_ A A 15”2
X)=x-y Ty XY T
L’équation de la développée est : RPRNE o
= + = 2 =y + =
Yt)=y + x el AL
Ontrouve :
{X(t) = —sintt
Y(t) = cost
6 —_
4 -
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