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TD n°6 : CORRECTION 

Courbes paramétrées. . 

 

1.  𝝆 𝜃 = 𝜃 +
𝟏

𝜃
 

¶ 𝐼 = ℝ/{0} 

¶ 𝜌 est impaire donc  on passe de 𝑀 𝜃, 𝜌 𝜃   à 𝑀 −𝜃, 𝜌 −𝜃   par la symétrie par rapport la droite 

(𝑂𝑦). On Prend donc 𝜃 dans ]0 ; +∞[ puis on fait une symétrie / (Oy). 

¶  𝝆 𝒕 = 𝒕 +
𝟏

𝒕
≠ 𝟎  

¶ Variations. 

𝝆′ 𝒕 = 𝟏 −
𝟏

𝒕𝟐
=

𝑡² − 1

𝑡²
 

𝑡 0  1  +∞ 

𝝆′ 𝒕 =
𝑡² − 1

𝑡²
 

 
 - 0 + 1 

𝝆 𝒕 = 𝒕 +
𝟏

𝒕
 

+∞    +∞ 

 
 
 
 

 
2 

 
 
 

 

¶ Branches infinies. 

¶ lim+∞ 𝜌 𝜃 = +∞  ɱ ǇǊŞǎŜƴǘŜ ǳƴŜ branche-spirale. 

¶ 𝐥𝐢𝐦𝟎+ 𝝆 𝜽 = +∞  

on a :  
𝑋 𝜃 =  𝜌 𝜃 cos(𝜃)

𝑌 𝜃 =  𝜌 𝜃 sin(𝜃)
 On a donc lim0 𝑋 𝜃 = +∞   

lim0 𝑌 𝑡 = lim0  𝑡 +
1

𝑡
 sin 𝑡 = 1, on fait un DL  𝑡 +

1

𝑡
 sin 𝑡 =  𝑡 +

1

𝑡
  𝑡 + 𝑜(𝑡²)  

𝐥𝐢𝐦𝟎 𝒀 𝜽 = 𝟏Σ ŀƭƻǊǎ ɱ ŀŘƳŜǘ ǇƻǳǊ asymptote la droite 𝒀 = 𝟏 dans R. 

¶ Etude en :  𝑴 𝟏 = 𝑨[𝟏, 𝝆 𝟏 ] 

D t = det𝑢   ,𝑣   
𝑑𝑀       

𝑑𝑡
,
𝑑²𝑀         

𝑑𝑡²
 = 𝜌² 𝑡 + 2𝜌′2 𝑡 − 𝜌 𝑡 𝜌′′  𝑡 =  

𝑡6 + 4𝑡4 − 3𝑡² − 2

𝑡4
 

donc 𝐷(1) = 0 Ŝǘ ɱ ǇǊŞǎŜƴǘŜ ǳƴ Ǉƻƛƴǘ ŘΩƛƴŦƭŜȄƛƻƴ Ŝƴ 𝑴(𝟏) = 𝑨[𝟏, 𝝆(𝟏)]. 
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Pour t de 0 à 15 

Pour t de -15 à 15 
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2.  𝝆 𝜽 = 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝜽 + 𝟏 

¶ 𝜌 est 
2𝜋

4
=

𝜋

2
 périodique donc étude sur [-

𝜋

4
 ;

𝜋

4
] Ǉǳƛǎ Ǌƻǘŀǘƛƻƴǎ ŘΩŀƴƎƭŜǎ 

𝜋

2
, 2 ×

𝜋

2
 et 3 ×

𝜋

2
 

¶ 𝜌 est paire, 𝜌 −𝜃 = 𝜌 𝜃  on passe de 𝑀 𝜃, 𝜌 𝜃   à 𝑀 −𝜃, 𝜌 −𝜃   par la symétrie par rapport à 

(Ox). On Prend donc 𝜃 dans [O ;
𝜋

4
] puis on fait une symétrie / (Ox). 

¶ Variations. 

𝜌′ 𝜃 = −4 𝑠𝑖𝑛 4𝜃 

𝑡 0  
𝜋

4
 

𝜌′ 𝜃 = −4 𝑠𝑖𝑛 4𝜃 0 - 0 

𝝆 𝜽 = 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝜽 + 𝟏 

2   

 
 
 
 

 
0 

¶ Tangentes en 0 et 
𝝅

𝟒
 

o On a 𝑀  
𝝅

𝟒
 = 𝑶(𝟎; 𝟎). Donc la tangent à la courbe au point 𝑀  

𝝅

𝟒
  est la droite 

D(0 ;
𝝅

𝟒
). 

o 𝑀(0) = 𝐴(2 cos 0  ; 2 sin 0) = 𝐴(2; 0). 

𝜌′ 0 = −4 𝑠𝑖𝑛 0 = 0 , donc  tan 𝑉 =
𝜋

2
 [𝜋] où 𝑉 𝜃 = ((𝑂𝑀); 𝑇(𝜃) )  

Donc on a une tangente verticale en A. 

 

[O ;
𝜋

4
] 
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[-
𝜋

4
 ;

𝜋

4
]  

 

Avec les 3 
rotations 

 (ou sur [−𝜋; 𝜋] 

 
 

 

 

a) 

¶ I=[0 ;+∞[ et symétrie par rapport {  Oy  car 𝑓(−𝑡) = −𝑓(𝑡) 

¶ lim+∞
𝑦(𝑡)

𝑥(𝑡)
= 0 donc branche parabolique de direction(Ox) 
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¶ Tangente en M(0)=O(0 ;0). 

𝑓’(𝑡)          =  3 − 3𝑡², 6𝑡 donc 𝑓’(0)           = (3 ; 0) dirige la tangente. (horizontale) 

¶ Points réguliers. 

𝑦’(𝑡) = 0 𝑠𝑠𝑖 𝑡 = 0 or 𝑥’(0) = 3 ≠ 0 donc tous les points sont réguliers puisque 

pour tous les réels t on a 𝑓’(𝑡)          ≠ 0   

 

 

b) 

Abscisse curviligne s. 

𝑠’² 𝑡 = 𝑥′2 𝑡 + 𝑦′2 𝑡 =  3 − 3𝑡² 2 +  6𝑡 2 donc  𝑠′ (𝑡) = 3 𝑡2 + 1 =  𝑓 ′ (𝑡)             

 𝑠 𝑡 =    𝑓 ′(𝑡)  𝑑𝑡
𝑡

𝑎
 en prenant pour origine a=0,  𝑠 𝑡 =  𝑥(𝑥2 + 3)  

Vecteurs de la base de Frenet ℛ  𝑀; 𝑇  , 𝑁     Tous les points sont réguliers donc pour tout réel t 

on a :  

¶ 𝑇  =
𝑑𝑀       

𝑑𝑠
 donc  𝑇  =

𝑑𝑡

𝑑𝑠
 
𝑑𝑀       

𝑑𝑡
=  

1

𝑠′ (𝑡)
  𝑥′ 𝑡  𝑖 + 𝑦′ 𝑡  𝑗   soit ici 

𝑇  =
1

(𝑡2 + 1)
  [(1 − 𝑡2)𝑖 + 2𝑡 𝑗    =

1

𝑡2 + 1
  1 − 𝑡²

2𝑡
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¶ 𝑁   = −
𝑦′

 𝒙′ 𝟐+𝒚′ 𝟐
 𝑖 +

𝑥′

 𝒙′ 𝟐+𝒚′ 𝟐
 𝑗   donc ici 𝑁   =

1

𝑡2+1
  

−2𝑡
1 − 𝑡²

   

 

Calcul de la courbure .  𝑹 𝒔 =
𝒅𝒔

𝒅𝝋
=

𝟏

𝝋′ 𝒔 
=  

 𝒙′𝟐 𝒕 +𝒚′𝟐(𝒕)

𝒅𝝋
 et 𝜸(𝒔) =

𝟏

𝑹
 

Méthode 1 : Application directe de la formule. 

𝑅 =
 𝑓′(𝑡)
          

3

det ⁡(𝑓 ′ ,𝑓 ′′ )
=

𝟑 𝒕²+𝟏 
𝟐

𝟐
 et donc 𝜸 𝒔 =

𝟏

𝑹
=

𝟐

𝟑 𝒕²+𝟏 
𝟐  

Méthode 2 : On utilise la formule de Frenet, 
𝑑𝑇  

𝑑𝑠
=

𝑁   

𝑅
 on a 𝑠′ 𝑡 = 3 𝑡2 + 1 = 𝑑𝑠/𝑑𝑡  

𝑑𝑇  

𝑑𝑠
=  

𝑑𝑇  

𝑑𝑡
 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

𝑑𝑇  

𝑑𝑡
×  

1

3(𝑡2 + 1)
=

1

 𝑡² + 1 ²
  

−4𝑡
2(1 − 𝑡2)

 × 
1

3(𝑡2 + 1)
 

on a :  

𝑑𝑇  

𝑑𝑠
=

2

3 𝑡² + 1 2
 

1

𝑡2 + 1
 

−2𝑡
1 − 𝑡²

  

𝑑𝑇  

𝑑𝑠
=

2

3 𝑡² + 1 2
 𝑁    

Donc :  𝑹 =  
𝟑 𝒕²+𝟏 𝟐

𝟐
  et  𝜸 𝒔 =

𝟏

𝑹
=

𝟐

𝟑 𝒕²+𝟏 
𝟐  

c) Développée de la courbe 𝜞. Notion étudiée par Monge en 1771 

Posons :  𝑑 = det⁡(𝑓 ′ , 𝑓 ′′ ) =  𝑥′𝑦" −  𝑥"𝑦′   et  𝑠’² =  𝑥′² +  𝑦′².  

L’équation générale de la développée d'une courbe plane (lieu des centres de courbure) : 

 
 
 

 
 

𝑋𝐶 𝑡 =  𝑥 – 𝑦′
 𝑓′(𝑡)          

2

det⁡(𝑓 ′ , 𝑓 ′′ )
= 𝑥 – 𝑦′

𝑠’²

𝑑

  𝑌𝐶 𝑡 =  𝑦 + 𝑥′
 𝑓′(𝑡)          

2

det⁡(𝑓 ′ , 𝑓 ′′ )
= 𝑦 + 𝑥′

𝑠’²

𝑑

  

ici :  𝑑 = det 𝑓 ′ , 𝑓 ′′  =  𝑥′𝑦 - x𝑦′ =18(t²+1)  et  𝑠’² =  𝑥′2 + 𝑦′2 = 9(𝑡2 + 1)²  

 
  𝑋 𝑡 =  −4𝑡3

    𝑌  𝑡 =  −
3𝑡4

2
+ 3𝑡² + 3/2

   



TD n°6 : CORRECTION  .Page 7 sur 18 

M. Duffaud : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_spe.html  

 

1. Hyperbole. 

 
𝑥 = 𝑡

𝑦 =
1

𝑡

  

L’équation de la développée est :   
𝑋 𝑡 =  𝑥 – 𝑦′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑥 – 𝑦′ 𝑠’²

𝑑

  𝑌  𝑡 =  𝑦 +  𝑥′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑦 +  𝑥′ 𝑠’²

𝑑

  

On trouve :  

 
𝑋 𝑡 =

3𝑡

2
+

1

2𝑡3

  𝑌  𝑡 =
𝑡3

2
+

3

2𝑡
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2. Ellipse. [Ramis5]p111  

 

 
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

  

 

L’équation de la développée est :   
𝑋 𝑡 =  𝑥 – 𝑦′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑥 – 𝑦′ 𝑠’²

𝑑

  𝑌  𝑡 =  𝑦 +  𝑥′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑦 +  𝑥′ 𝑠’²

𝑑

  

On trouve :  

 
 

 𝑋 𝑡 =
 𝑎2 − 𝑏2  cos 𝑡 3

𝑎

  𝑌  𝑡 =  
− 𝑎2 − 𝑏2  sin 𝑡 3

𝑏

  

Avec a=2 et b=3 
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3. Spirale. 

𝜌 = 𝑒𝜃  

 
𝑥 = 𝑒𝑡 cos 𝑡
𝑦 = 𝑒𝑡 sin 𝑡

  

L’équation de la développée est :   
𝑋 𝑡 =  𝑥 – 𝑦′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑥 – 𝑦′ 𝑠’²

𝑑

  𝑌  𝑡 =  𝑦 +  𝑥′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑦 +  𝑥′ 𝑠’²

𝑑

  

On trouve :  

 
𝑋 𝑡 = −𝑒𝑡  𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑡

𝑌  𝑡 =  𝑒𝑡  𝑐𝑜𝑠 𝑡
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a.  

On a  𝑧 −𝑡 = 𝑚 𝑒−𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑚𝑡 , on peut passer en représentation paramétrique. 

𝑓(𝑡) =  
𝑥(𝑡) = 𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑡
𝑦(𝑡) = 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑡

  

¶ 𝑧 𝑡 + 2𝜋 = 𝑧(𝑡) donc z est 2π-périodique, étude sur [−𝜋; 𝜋] (de même pour f) 

¶ Symétrie. 

o  𝑧 −𝑡 = 𝑧(𝑡)       donc Γ est symétrique par rapport {  Ox , étude sur [𝟎 ; 𝝅]. 

ou de même 

o 𝑓 −𝑡 =  
𝑥(𝑡)

−𝑦(𝑡)
  donc Cf est symétrique par rapport à (Ox), étude sur [𝟎 ; 𝝅]. 

¶ 𝒛  𝒕 +
𝟐𝝅

𝒎−𝟏
  

𝑧  𝑡 +
2𝜋

𝑚−1
 =  𝑚 𝑒𝑖 𝑡+

2𝜋

𝑚−1
 − 𝑒𝑖𝑚 𝑡+

2𝜋

𝑚−1
   

𝑧  𝑡 +
2𝜋

𝑚−1
 =  𝑚 𝑒𝑖 

2𝜋

𝑚 −1
 𝑒𝑖𝑡 − 𝑒𝑖 

𝑚

𝑚 −1
 2𝜋 𝑒𝑖𝑚𝑡    or  

𝑚

𝑚−1
=

𝑚−1+1

𝑚−1
= 1 +

1

𝑚−1
  

𝑧  𝑡 +
2𝜋

𝑚−1
 =  𝑚 𝑒𝑖 

2𝜋

𝑚 −1
 𝑒𝑖𝑡 − 𝑒𝑖  2𝜋 𝑒𝑖 

2𝜋

𝑚 −1
 𝑒𝑖𝑚𝑡   

𝑧  𝑡 +
2𝜋

𝑚−1
 =  𝑒𝑖 

2𝜋

𝑚−1
  𝑧(𝑡)   

 

Donc on passe du point M d’affixe z t  au point M’ d’affixe 𝑧  𝑡 +
2𝜋

𝑚−1
  par une rotation de 

centre O et d’angle 
2𝜋

𝑚−1
. 

Pour 𝒎 > 2, On réduit donc l’intervalle d’étude { :   𝟎 ;
𝟐𝝅

𝒎−𝟏
 . 

Pour 𝒎 = 𝟐, On réduit donc l’intervalle d’étude { :  [𝟎 ; 𝝅]. 
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pour m=2 

 

b. Points non réguliers. 

𝑓′(𝑡) =  
𝑥′(𝑡) = 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑡 − 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑡

𝑦′(𝑡) = 𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑡
  

Pour tout réel t 

¶ 𝑥′ 𝑡 = 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑡 − 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑡 = 0, si  sin 𝑡 = sin 𝑚𝑡  soit  𝑡= 𝑚𝑡  [2𝜋 

𝑜𝑢  𝑡 =𝜋− 𝑚𝑡  [2𝜋 
  

donc puisque 𝑚 ≥ 2  
𝑡 =0  

2𝜋

𝑚−1
 

𝑜𝑢  𝑡 =
𝜋

𝑚 +1
  

2𝜋

𝑚 +1
 

  

¶ On se place alors sur l’intervalle d’étude,  

𝑦′ 0 = 0  et pour 𝑚 ≥ 2  𝑦′  
𝜋

𝑚+1
 ≠ 0 

Le seul point non régulier est donc :  

𝑀 0 = 𝑓 0 =   
𝑥 0 = 𝑚 𝑐𝑜𝑠 0 − 𝑐𝑜𝑠 𝑚 × 0 

𝑦 0 = 𝑚 𝑠𝑖𝑛 0 − 𝑠𝑖𝑛 𝑚 × 0 
 = 𝐴 𝑚 − 1; 0  

Tangente en  𝑨 𝒎 − 𝟏; 𝟎 . 

𝑓′(0) =  
0
0
  

¶ 𝑓 ′′  𝑡 =  
𝑥′′  𝑡 = 𝑚2 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑡 − 𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑡

𝑦′′  𝑡 = 𝑚2 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑡 − 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑡
 ,  donc  𝑓 ′′  0 =  

 𝑥′′  0 = 𝑚2 − m
𝑦′′  0 = 0

  

 

or 𝑥′′  0 = 𝑚2 − 𝑚 = 𝑚(𝑚 − 1) donc puisque 𝑚 ≥ 2, 𝑥′′  0 ≠ 0  
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et donc 𝑓 ′′  0 ≠ (0; 0). 

La tangente en A est donc dirigée par :  𝑓 ′′  0              =   𝑚2−m
0

  

¶ 𝑓(3) 𝑡 =  
𝑥(3) 𝑡 = 𝑚 sin 𝑡 − 𝑚3 sin 𝑚𝑡

𝑦(3) 𝑡 = 𝑚3 cos 𝑚𝑡 − 𝑚 cos 𝑡
 ,  donc  𝑓(3) 0 =  

𝑥′′′  0 = 0

𝑦′′′  0 = 𝑚3 − 𝑚
  

or det  𝑓 2  𝑡                ; 𝑓 3  𝑡                   =  𝑚2 − 𝑚 ×  𝑚3 − 𝑚 = 𝑚2 𝑚 − 1  𝑚2 − 1  

Donc puisque 𝑚 ≥ 2, det  𝒇 𝟐  𝒕               ; 𝒇 𝟑  𝒕                  ≠ 𝟎 et  𝒇 𝟐  𝒕               ; 𝒇 𝟑  𝒕                   est libre. 

De ce fait on a 𝑝 = 2 𝑒𝑡 𝑞 = 3, La courbe présente en A un point de rebrousement de première 

espèce. 

 
 

c. Abscisse curviligne. 

Abscisse curviligne : On appelle abscisse curviligne sur 𝛤 toute application 𝑠 : 𝐼 → ℝ de classe C
1
(I) telle que :  

𝑠’ 𝑡 =  𝑓 ′ (𝑡) =  
𝑑𝑀       

𝑑𝑡
  

On a donc s abscisse curviligne sur 𝛤 ssi il existe a de I tel que : 𝑠 𝑡 =    𝑓 ′(𝑡)  𝑑𝑡
𝑡

𝑎
  όŀ Ŝǎǘ ƭΩorigine) 

Lƭ Ŝƴ ŜȄƛǎǘŜ ŘƻƴŎ ǳƴŜ ƛƴŦƛƴƛǘŞ ǉǳƛ ǎŜ ŘŞŘǳƛǎŜƴǘ ƭΩǳƴŜ ŘŜ ƭΩŀǳǘǊŜ ǇŀǊ ǳƴŜ ŎƻƴǎǘŀƴǘŜ ŀŘŘƛǘƛǾŜΦ 

𝑠’ 𝑡 =  𝑥′²(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) =    𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑡 − 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ² +  𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑡 ² 

𝑠′ 𝑡 = 𝑚 −2  𝑐𝑜𝑠𝑡 cos 𝑚𝑡 + sin 𝑡 sin 𝑚𝑡 − 1  

𝑠′ 𝑡 = 𝑚 −2  cos(𝑚𝑡 − 𝑡) − 1 = 𝑚  2  1 − cos[ 𝑚 − 1 𝑡   

𝑠′ 𝑡 = 𝑚  2  2 𝑠𝑖𝑛²  
 𝑚 − 1 𝑡

2
 = 2𝑚  𝑠𝑖𝑛   

𝑚 − 1

2
 𝑡  = 2𝑚 𝑠𝑖𝑛   

𝑚 − 1

2
 𝑡  

Car on a :   0 ≤ 𝑡 ≤
𝟐𝝅

𝒎−𝟏
  et   0 ≤

𝑚−1

2
 𝑡 ≤ 𝜋 donc 𝑠𝑖𝑛   

𝑚−1

2
 𝑡 ≥ 0 
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On doit donc chercher une primitive de s’. (on pose k=m-1) 

𝑠 𝑡 =  𝑚  2   1 − cos[𝑘𝑥 
𝑡

𝑎

𝑑𝑥 

𝑠 𝑡 =  𝑚  2   2 𝑠𝑖𝑛²  
𝑘𝑥

2
 

𝑡

𝑎

𝑑𝑥 

𝑠 𝑡 =  2𝑚  𝑠𝑖𝑛  
𝑘𝑥

2
 

𝑡

𝑎

𝑑𝑥 

𝑠 𝑡 =  
−4𝑚

𝑚−1
cos   

𝑚−1

2
 𝑡  pour t dans l’intervalle d’étude. 

Autre méthode 

En posant  𝑢 = 𝑐𝑜𝑠[𝑘𝑥  pour  0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋, on prend par exemle a=0 

  1 − 𝑐𝑜𝑠[𝑘𝑥 
𝑡

0

𝑑𝑥 = −
1

𝑘
 

 1 − 𝑢

 1 − 𝑢²  

1

𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡

𝑑𝑢 =
1

𝑘
 

 1 − 𝑢

 1 − 𝑢²  

𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡

1

𝑑𝑢 

on suppose l’intégrale définie  on peut remplacer 1 par b et faire tendre b vers 1) 

1

𝑘
 

 1 − 𝑢

 1 − 𝑢²  

𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡

𝑏

𝑑𝑢 =
1

𝑘
 

1

 1 + 𝑢  

𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡

𝑏

𝑑𝑢 =
2

𝑘
   1 + 𝑢 

𝑎

𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡
 

On peut donc prendre comme abscisse curviligne :  

𝑠 𝑡 =  −
2𝑚  2

𝑚 − 1
  1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑚 − 1)𝑡 =  −

2𝑚  2

𝑚 − 1
  2 𝑐𝑜𝑠²   

𝑚 − 1

2
 𝑡  

𝑠 𝑡 =  
−4𝑚

𝑚 − 1
cos   

𝑚 − 1

2
 𝑡  

 

d. Vecteurs de Frenet. 

𝑠’ 𝑡 =  𝑓 ′(𝑡)            = 𝑚  2  1 − cos[ 𝑚 − 1 𝑡  

¶ 𝑇  =
𝑑𝑀       

𝑑𝑠
 donc  𝑇  =

𝑑𝑡

𝑑𝑠
 
𝑑𝑀       

𝑑𝑡
=  

1

𝑠′ (𝑡)
  𝑥′ 𝑡  𝑖 + 𝑦′ 𝑡  𝑗   soit ici 

𝑇  =
1

𝑚  2  1 − cos[ 𝑚 − 1 𝑡 
  

𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑡 − 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝑡
𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑡

   

On applique les formules :  cos 𝑎 − cos 𝑏 =  −2 sin
𝑎+𝑏

2
sin

𝑎−𝑏

2
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    sin 𝑎 − sin 𝑏 =  2 cos
𝑎+𝑏

2
sin

𝑎−𝑏

2
 

𝑇  =
1

 2𝑚  𝑠𝑖𝑛   
𝑚 − 1

2  𝑡  
  

2 cos  
𝑚𝑡 + 𝑡

2
  sin  

𝑚𝑡 − 𝑡

2
 

2 sin  
𝑡 + 𝑚𝑡

2
  sin  

𝑚𝑡 − 𝑡

2
 
  

𝑇  = 𝜀
1

 𝑚
  

cos  
𝑚𝑡 + 𝑡

2
  

sin  
𝑡 + 𝑚𝑡

2
  

  

 

¶ 𝑁   = −
𝑦′

 𝒙′ 𝟐+𝒚′ 𝟐
 𝑖 +

𝑥′

 𝒙′ 𝟐+𝒚′ 𝟐
 𝑗   donc ici  

𝑁   =  𝜀
1

 𝑚
  

− sin  
𝑡 + 𝑚𝑡

2
  

cos  
𝑚𝑡 + 𝑡

2
  

   

 

¶ Soit 𝜑 =  𝑖 , 𝑇     qui est déterminé par :  
cos 𝜑 = 𝜀

1

 𝑚
 cos  

𝑚𝑡 +𝑡

2
  

sin 𝜑 = 𝜀
1

 𝑚
 sin  

𝑚𝑡 +𝑡

2
  

  

ou   tan 𝜑 =  
cos 𝑡 −cos 𝑚𝑡

sin 𝑚𝑡  −sin 𝑡
=

−2 sin  
𝑡+𝑚𝑡

2
  sin  

𝑡−𝑚𝑡

2
 

2 cos  
𝑚𝑡 +𝑡

2
  sin  

𝑚𝑡 −𝑡

2
 

= tan  
𝑡+𝑚𝑡

2
  

soit tan 𝜑 = tan  
𝑡+𝑚𝑡

2
  

Donc :  𝝋 =
𝒕+𝒎𝒕

𝟐
 [𝝅 =  

𝒎+𝟏

𝟐
 𝒕 [𝝅    

 

e. Courbure de la courbe. 

𝑅 =
𝑠′

φ′
=

 𝑥 ′ 2+𝑦′² 
3
2

𝑥′𝑦′′−𝑥′′𝑦′
=

 𝑓′(𝑡) 
3

det ⁡(𝑓 ′ ,𝑓 ′′ )
 et 𝜸(𝒔) =

𝟏

𝑹
 

𝑅 =
2𝑚  2 − 2 cos 𝑚𝑡 − 𝑡 

𝑚 + 1
=

2𝑚 2  1 − cos 𝑚𝑡 − 𝑡 

𝑚 + 1
  

ou alors en utilisant le résltat précédent :  
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𝑅 =  
𝑠′

𝜑′
=  

2𝑚  𝑠𝑖𝑛   
𝑚 − 1

2  𝑡  

𝑚 + 1
2

=
4𝑚  𝑠𝑖𝑛   

𝑚 − 1
2  𝑡  

𝑚 + 1
 

 

Points d’infexions. 

R ne change pas de signe.. 

 

f. Affixe du centre de courbure. 

Par définition, le cercle de courbure en M est le cercle de centre C et de rayon R avec :  

𝑀𝐶       = 𝑅 𝑁    

 
𝑥𝐶 = 𝜀

1

 𝑚
× 𝑅 ×  − sin  

𝑡 + 𝑚𝑡

2
   + 𝑥(𝑡) 

𝑦𝐶 = 𝜀
1

 𝑚
× 𝑅 × cos  

𝑚𝑡 + 𝑡

2
  + 𝑦(𝑡)
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a)Points non réguliers et non biréguliers.  𝐷𝑓 =  ℝ 

Symétries. 

¶ 𝑓 −𝑡 =  
𝑥 −𝑡 = −𝑥(𝑡)

𝑦 −𝑡 = 𝑦(𝑡)
  donc la courbe présente une symétrie par rapport à (Oy),  

Etude sur [0 ;+∞[. 

Points non réguliers  

𝑓(𝑡) =  
𝑥(𝑡) = 𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − sin t

𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 + cos t
    et  𝑓′(𝑡) =  

𝑥′(𝑡) = − t sin t

𝑦′ 𝑡 = 𝑡 cos t
  

¶ 𝑥′ 𝑡 = − t sin t = 0 si  𝑡 = 0 [𝜋]  

¶ 𝑂𝑟 𝑦′ 0 = 0 𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈ ℤ∗, 𝑦′ 𝑘𝜋 ≠ 0 

Donc le seul point non régulier est 𝑀(0) = 𝐴(0 ; 1) . 

Etude le l’allure de la courbe en M 0 =A 0 ;1). 

𝑓′′(𝑡) =  
𝑥′ ′ 𝑡 = − t cos t − sin t
𝑦′′  𝑡 = cos t −  t sin t

     et  𝑓′′′(𝑡) =  
𝑥′ ′′ 𝑡 = t sin t − 2 cos t

𝑦′′′  𝑡 = −t cos t −  2 sin t
  

¶ 𝑓 ′′  0              =  
0
1
   porte la tangente en A. 

¶ 𝑒𝑡 𝑓 ′′′  0               =  
−2
0

  est un vecteur tel que  𝒇’(𝟎)           ; 𝒇’′(𝟎)               est libre 

De ce fait on a 𝑝 = 2 𝑒𝑡 𝑞 = 3, La courbe présente en A un point de rebrousement de première 

espèce. 
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Points non biréguliers. 

𝑑 = 𝑑𝑒𝑡 𝑓 ′ 𝑡 , 𝑓 ′′  𝑡  = 𝑡²  Or 𝑡² = 0 ssi 𝑡 = 0 

Donc M(0)=A(0 ;1) est le seul point non birégulier. 

 

b. Abscisse curviligne, vecteurs de Frenet et courbure. 

Abscisse curviligne : On appelle abscisse curviligne sur 𝛤 toute application 𝑠 : 𝐼 → ℝ de classe C
1
(I) telle que :  

𝑠’ 𝑡 =  𝑓 ′ (𝑡) =  
𝑑𝑀       

𝑑𝑡
  

On a donc s abscisse curviligne sur 𝛤 ssi il existe a de I tel que : 𝑠 𝑡 =    𝑓 ′(𝑡)  𝑑𝑡
𝑡

𝑎
  όŀ Ŝǎǘ ƭΩorigine) 

Lƭ Ŝƴ ŜȄƛǎǘŜ ŘƻƴŎ ǳƴŜ ƛƴŦƛƴƛǘŞ ǉǳƛ ǎŜ ŘŞŘǳƛǎŜƴǘ ƭΩǳƴŜ ŘŜ ƭΩŀǳǘǊŜ ǇŀǊ ǳƴŜ ŎƻƴǎǘŀƴǘŜ ŀŘŘƛǘƛǾŜΦ 

𝑓′(𝑡) =  
𝑥′(𝑡) = − t sin t

𝑦′ 𝑡 = 𝑡 cos t
  

¶ 𝑠’ 𝑡 =  𝑡 = 𝑡  (Si on travaille sur [0 ;+∞[. ) 

¶  
𝑠𝑖 𝑡 ≥ 0 , 𝑠 𝑡 =

𝑡2

2

𝑠𝑖 𝑡 < 0 , 𝑠 𝑡 =
−𝑡2

2

   est une abscisse curbiligne possible. 

 

¶ Pour t non nul, 𝑡 > 0 :  

 

𝑇  =
𝑑𝑀       

𝑑𝑠
 donc  𝑇  =

𝑑𝑡

𝑑𝑠
 
𝑑𝑀       

𝑑𝑡
=  

1

𝑠′ (𝑡)
  𝑥′ 𝑡  𝑖 + 𝑦′ 𝑡  𝑗   soit ici :  𝑇  =

1

𝑡
  

− t sin t
𝑡 cos t

  

𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡 > 0, 𝑇  =   
−  sin t

cos t
   

¶ 𝑁   = −
𝑦′

 𝒙′ 𝟐+𝒚′ 𝟐
 𝑖 +

𝑥′

 𝒙′ 𝟐+𝒚′ 𝟐
 𝑗    donc 𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡 > 0, 𝑁   =   

− cos t
−  sin t

   

¶ 𝑅 =
𝑠′

φ′
=

 𝑥 ′ 2+𝑦′² 
3
2

𝑥′𝑦′′−𝑥′′𝑦′
=

 𝑓′(𝑡) 
3

det ⁡(𝑓 ′ ,𝑓 ′′ )
 et 𝜸(𝒔) =

𝟏

𝑹
 

 

𝑅 =
 𝑓′(𝑡) 

3

det ⁡(𝑓 ′ ,𝑓′′ )
=  

 𝑡 3

𝑡²
=  𝑡  et 𝜸(𝒔) =

𝟏

 𝒕 
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c. Développée de la courbe. 

L’équation de la développée est :   
𝑋 𝑡 =  𝑥 – 𝑦′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑥 – 𝑦′ 𝑠’²

𝑑

  𝑌  𝑡 =  𝑦 +  𝑥′ 𝑥 ′ 2+ 𝑦 ′ 2

𝑥′𝑦" − 𝑥"𝑦′
= 𝑦 +  𝑥′ 𝑠’²

𝑑

  

On trouve :  

 
𝑋 𝑡 = − 𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑡
𝑌  𝑡 =   𝑐𝑜𝑠 𝑡

  

 


