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TD n°6 : CORRECTION

Courbes paramétrées. .

Exercice 1 Etudier les courbes décrites en polaires par
1

?‘:g—i_g

2. r=cos(40) +1
3. r=2sinf-1
4, r =24 sin 84

—_

1 pO)=0+

e I =R/{0}

e p estimpaire donc on passe de M(G,p(Q)) a M(—G, p(—9)) par la symétrie par rapport la droite
(0y). On Prend donc 6 dans ]0 ; +oo[ puis on fait une symétrie / (Oy).

. pﬁ)=t+%¢0

e Variations.

1 1 tz_l
P(t)=1—t—2=t—2
t 0 1 400
. t*—1
p(t)= t? - 0 + 1
+00 +00
1
t 2

e Branches infinies.
o lim,, p(0) =400 I présente une branche-spirale.
e limy, p(8) = +oo

ona :{X(H) = p(6) cos(6)

Y(0) = p(6) sin(@)on a donc |lim0 X(@6) = +oo|

limy Y (t) = limg (t + %) sint = 1, on fait un DL (t + %) sint = (t + %) (t + o(t?))
lim, Y(0) = 1, alors [ admet pour asymptote la droite ¥ = 1 dans R.
e Etudeen: M(1) = A[1,p(1)]

to + 4t* —3t2 -2
t4

dM d*M
dt ’ dt?

D(t) = deti,ﬁ( ) =p*() +2p2(t) — p(D)p" (©) =

donc D(1) = 0 et T présente un point d’inflexion en M(1) = A[1, p(1)].
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2. p(@) =cos46+1
e pest %Tﬂ = % périodique donc étude sur [-% ;%] puis rotations d’angles % 2 X % et 3 x %
e pest paire, p(—8) = p(0) on passe de M(Q,p(e)) a M(—B,p(—@)) par la symétrie par rapport a

(Ox). On Prend donc 6 dans [O ;%] puis on fait une symétrie / (Ox).

e Variations.

p (0) = —4sin 46

t
p (0) = —4 sin 46 0 -

p(@) =cos40 +1 \
0

e Tangentes en 0 et %

ol

o OnaM (%) = 0(0; 0). Donc la tangent a la courbe au point M G) est la droite
T
D(0 ’Z)'
o M(0)=A(2cos0 ;2sin0) = A(2;0).
p (0)=—4s5in0=0,donc tanV = % [rlouV(B) = (OM);T(6))

Donc on a une tangente verticale en A.

[O ;Z]
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T
[_Z ’Z] 2 A o \_/

Avecles 3
rotations
(ou sur [—m; ]

Exercice 2 On considére la courbe plane I' de paramétrage (3t — 3, 3t2)

a) Apres étude, représenter la courbe.

b) Déterminer 'abscisse curviligne s, les vecteurs de la base de Frenet T, N, et la courbure v.
c) Déterminer la développée de T'.

a)
e [=[0;+oo[ et symétrie par rapporta (Oy) car f(—t) = —f(t)
o lim,, % = 0 donc branche parabolique de direction(0x)
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e Tangente en M(0)=0(0;0).
]th = (3 — 3t? 6t)donc ]‘—’(f)j = (3;0) dirige la tangente. (horizontale)
e Points réguliers.
y'(t) =0ssit =0o0rx'(0) =3 # 0donc tous les points sont réguliers puisque

pour tous lesréelstona f'(t) # 0

=40 =20 n 20 40
b)
Abscisse curviligne s.
s2(t) = x'2(t) + y'2(t) = (3 — 3t%)% + (6t)? donc s®) =30+ = @O

s(t) = f;llf'(t)ll dt en prenant pour origine a=0, |s(t) = x(x? + 3)

Vecteurs de la base de Frenet|R (M; T N )

Tous les points sont réguliers donc pour tout réel t

ona:
= daM = dt aM 1 LN ,
e |T=—-|donc T=Ed—t=m(x(t)l+Y(t)DSo't'c'
., 1 I n-¢
T = 1—t3)i+2t]] =
(t2+1) L L J] t2+1(2t)
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7 T — 1 J—
——=—= |+ == J |doncici|N = — ( th)
Vi Z+y'2 Vi Z+y'2 t2+1 \1 — ¢

s Vx2 2
Calcul de la courbure . [R(s) = d—(p = ﬁ = VOO () = -

do

Méthode 1 : Application directe de la formule.

— .3
! 2
= de|t|f(j:)|}|c) = 302;-1) etdonc|y(s) = 1__ 2

Méthode 2 : On utilise la formule de Frenet, ‘;—ST = % onals (t) = 3(t2 + 1) = ds/dt
df _dTde _dT 1 _ 1 ( —4t )X 1
ds  dt ds dt 3(t2+1) E+12\2(1-t))" 302 +1)
ona:
d? _ 2 1 ( —2t )
ds 3(t?+1)2t2+1\1—¢
dar 2 5
ds  3(t*+1)2
] _3(£2+1)2 1 2
Donc: R = 5 et [y(9) =4 = Y

c) Développée de la courbe r. Notion étudiée par Monge en 1771

Posons:: d = detiff ,f ) = x'y" — x"y' et  s%=4x?+y2
L’équation générale de la développée d'une courbe plane (lieu des centres de courbure)
—_ 2
( el
Xc@®=x-y =

, 872
deter ) Y d
el
detr . fy YT a

kYC(t)=y+x

ici: d=det(f,f )= xy-xy =18(t>+1) et s? = x?%+ y?2=9(t?+1)>2

X(t) = —4¢3
3t
Y(t) = _T+3t +3/2
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Exercice 3 Déterminer et représenter la développée des courbes suivantes :

1
1. L’hyperbole y = —

2. L'ellipse x = acost, y = bsint

3. La spirale p = ¢’

1. Hyperbole.
x=t
1
Y=
, 2+ '2 ;) 2
X(O) = x-y Ty
L’équation de la développée est : PG g2
Y(t) = y+Xm=y+X?
On trouve :
X(t) = 3t + !
2 28
Y ()= v + 3
2 2t
10+
j_
10 5 5 10

-10 -
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2. Ellipse. [Ramis5]p111

{x =acost
y =bsint
, '2 "2 , o’2
X)) = x-y == =x-y'=
L’équation de la développée est : , };’2+y}’]2 e
Y(t): y+XW:y+X7
On trouve :
2 2 3
a“ — b~)(cost
(x = @D
—(a® — b?)(sint)?
Y (t) =
® ;

Aveca=2etb=3
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3. Spirale.
p=e°
{x =elcost
y =elsint
’ x’2+y’2 ' SIZ
X®)=x-y Ty XY
L’équation de la développée est : BREPINE o2
Y(t): y+XW:y+X7
On trouve :
{X(t) = —elsintt
Y (t) = et cost
10
5 —]
-10 3 10

-10
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Exercice 4 Soit m € N avec m > 2. On considére la courbe paramétrée dont le point variable est
d’affixe :

2(t) = me' — ™t

2m
a) Exprimer 2(—t) et z(t + m) en fonction de z(t). En déduire des propriétés sur la courbe et un

intervalle d’étude judicieux. (On se limitera dans la suite & cet intervalle d’étude)

b) Décrire les points non réguliers.

c) Déterminer une abscisse curviligne.

CD Déterminer V'affixe du vecteur T et celle du vecteur N. Déterminer PPangle formé par les vecteurs 7 et
T.

e) Exprimer la courbure de la courbe. La courbe admet-elle des points d’inflexion 7

f) Déterminer 'affixe du centre de courbure pour un point de la courbe.

a

Ona z(—t) = me™" — e™"™ on peut passer en représentation paramétrique.

_ (x(t) =mcost—cosmt
F) = {y(t) =msint — sinmt
e z(t+ 2m) = z(t) donc zest 2m-périodique, étude sur [—m; 7] (de méme pour f)
e Symétrie.
o z(—t)=2z(t) donc T est symétrique par rapport a (Ox), étude sur [0 ; m].
ou de méme

t
o f(-t)= {_xjg(z) donc Cf est symétrique par rapport a (0Ox), étude sur [0 ; m].

o(er )
VA (t + 2—_”1) = m el(H_mznl) elm (H_%)
Z(t+%): (2”) ( Z)eimt or %:mn:i-:lzl_l_ﬁ
Z(t+%)= 2( ) — ei(2m)pt (m l)eimt
z(t+ 2—_”1) = ¢G5 2(0)

Donc on passe du point M d’affixe z(t) au point M’ d’affixe z (t + %) par une rotation de

2
centre O et d’angle ——.
m-—1

Pour m > 2, On réduit donc I'intervalle d’étude a: [0 ; mz—:

Pour m = 2, On réduit donc l'intervalle d’étudea: [0;m].
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pour m=2
b. Points non réguliers.
A . .
£t = {x (t) =msinmt —msint
y'(t) = mcost —m cosmt
Pour tout réel t
e x (t) =msinmt—msint =0,si sint = sinmt soit t=mt [27]
ou t =m—mt [2m]
. t =0 [ an
donc puisque m > 2 S
out :m+1 m+1

e On se place alors sur I'intervalle d’étude,

y'(0) =0 et pourm = 2 y' (mifu) #0

Le seul point non régulier est donc :

_ _ (x(0) =mcos0—cos(mx0) _ :
M(0) = f(0) = {y(O) =msin0—sin(mx0) A(m - 1,0)
Tangente en A(m - 1;0).
ro={;
v« (x (t) =m?cosmt—mcost vy (x (0)=m?—m
* f = {y” (t) = m? sinmt —msint’ donc f(0) = { y'(0)=0

orx (0) =m?—m=m(m— 1) donc puisquem = 2,x (0) # 0
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etdonc £ (0) # (0;0).

La tangente en A est donc dirigée par : f(0) = (mzo_m)
®)(t) = msint — m3sinmt x (0)=0
) t) = x ) donc @) 0) = { 1
AN {y(3)(t)=m3cosmt—mcost f200) y (0)=m3-m

or det (f@(); f® () ) = (m? —m) x (m® —m) = m?(m — 1)(m? — 1)

Donc puisque m > 2, det (2 (£); f®(t) ) # 0 et (D (£); F)(t) ) estlibre.

De ce faiton ap = 2 et g = 3, La courbe présente en A un point de rebrousement de premiére
espece.

i)

M,

\ P{P](h]

p pair et ¢ impair: point de
rebroussement de 1°° espéce

c. Abscisse curviligne.

Abscisse curviligne : On appelle abscisse curviligne sur I" toute application s : I = R de classe Cl(l) telle que :

s@O=If ®I= T

On a donc s abscisse curviligne sur I' ssi il existe a de | tel que : s(t) = fatllf'(t)ll dt (a est I'origine)

Il en existe donc une infinité qui se déduisent I'une de I'autre par une constante additive.

s'(t) = \/x’z(t) +9'2(t) = (msinmt —m sint)* + (mcos t —m cos mt)?

s (b) = m\/—Z (cost cosmt + sintsinmt — 1)

s (b) = m\/—Z (cos(mt—t)—1) = m\/i\/l — cos[(m — 1)t]

s (t)=mv2 Zsin2<@) =2m|sin( m2—1 t>| =2msin< m2—1 t)

) -1
Carona: 0<t<— et 0<—t<m donc sm(mTt)ZO

M. Duffaud : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa spe.html




TD n°6 : CORRECTION .Page 13 sur 18

On doit donc chercher une primitive de s’. (on pose k=m-1)

s(t) = m\/_f 1 — cos[kx] dx

s(t)—m\/_f ’Zsm dx

s(t) = Zm.f Sm

—4 -1 : )
s(t) = eos =1t pour t dans l'intervalle d’étude.
m—1 2

Autre méthode

En posant  u = coslkx] pour 0<a<x<t<m,onprendparexemlea=0

t 1 m 1 cos kt \/1—
f 1 — cos[kx] dx———
0

—u
== ———d
k coskt 1 k‘ﬁ \/1—u2 :

on suppose l'intégrale définie (on peut remplacer 1 par b et faire tendre b vers 1)

cos kt m 1 cos kt 1 2 X
—f —duz—f —duz—[v1+u]ms ‘

On peut donc prendre comme abscisse curviligne :

s(t) = —inm\/_\/1+cos(m—1)t— —Zm\/i\/Zcos2 (mz—l t)

m-—1
—4m m—1
t) = t
s(t) m_lcos( 2 >

d. Vecteurs de Frenet.

s'(t) = ||m|| =m~v21— cos[(m — 1)t]

= dMm = dt dM o
e |T'=—-|donc|T=——== ?(x(t)l+y(t)f) soit ici
7= 1 (msinmt—msint)
m\/i\/l—cos[(m—l)t] mcost —mcosmt
On applique les formules: cosa —cosb = —2 sin#sin%
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sina —sinb = 2cos#sin%
) (mt+t) _ (mt—t)
i 1 cos sin >
, m—1 /t+mty 0 /mt—t
2m|sm( ) t)| Zsm( > )sm( 2 )
mt+t
. 1 cos( )
r=e— t+2
sin >
o [N= _\/x';+y'2 i \/x’;+y’2 7 |doncici
- /t+mt
o[
N=e— mt +t
cos( 5 )

e Soitgp = (T, 7) qui est déterminé par :

. (t+mt t—mt
ou tanog = & t—cosmt _ —2 sm( > ) Sln( > ) — tan (t+mt)
¢ = sin mt —sin t - 2 cos (mt2+t) sin (mtz_t) - 2
. t+mt
soit tang = tan( - )
t+mt m+1
Donc: =— [r] = — t[m]
2 2
e. Courbure de la courbe.
PO o U 23] W vy
- ¢’ - xy —x"y - detif' f") 14 R

R_Zm\/Z—Zcos(mt—t)_me/f\/l—cos(mt—t)
B m+1 B m+1

ou alors en utilisant le résltat précédent :
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R = s' _ 2m|Sin(m2_1 t)| :4m|sin( > t)|
¢’ mTH m+1

Points d’infexions.

R ne change pas de signe..

f. Affixe du centre de courbure.

Par définition, le cercle de courbure en M est le cercle de centre C et de rayon R avec:

_ 1><R><[ _(t+mt)]+ ;
xc—sm sin > x(t)

)+

1 < R x (mt+
=g— cos
Yc m
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Exercice 5 Soit I' la courbe paramétrée par

M(t) = (tcost —sint,tsint + cost)

a) I' a-t-elle des points non réguliers, non biréguliers 7 Quelle est 'allure de la courbe en ce(s) points ?
b) Déterminer une abcisse curviligne, les vecteurs de Frenet et la courbure de T'.
) Déterminer la développée de T'.

c
d) Apres étude de I, représenter I et sa développée (on se limitera a t € [—27, 27]).

a)Points non réguliers et non biréguliers. Df = R
Symétries.

. Jreo = L=

donc la courbe présente une symétrie par rapport a (Oy),
Y(=t) = y(t) p y par rapp (Oy)

Etude sur [0 ;+oo].

Points non réguliers

_(x(t) =tcost—sint sy (X'(t) = —tsint
F® _{y(t) =tsint+ cost et Q) _{y’(t) =tcost
e x(t)=—tsint=0si t =0[m]

e Ory (0)=0etVkeZ,y (kn) 0

Donc le seul point non régulier est|M(0) = A(0;1)|.

Etude le I'allure de la courbe en M(0)=A(0:1).

12 . et " .
y (t) = cost— tsint y (t) = —tcost— 2sint

£(0) :{x (t) = —tcost —sint £ :{ x""(t) = tsint — 2 cost

e f(0)= ((1)) porte la tangente en A.

—_— s ————

e etf (0)= (_02) est un vecteur tel que (f’(O);f”(O)) est libre

De ce faitonap = 2 et g = 3, La courbe présente en A un point de rebrousement de premiére
espece.

)

M,

\ F‘Pl(b)

p pair et ¢ impair: point de
rebroussement de 17 espéce
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Points non biréguliers.

d=det(f (t),f (t))=t*|Ort*=0ssit =0

Donc M(0)=A(0;1) estle seul point non birégulier.

b. Abscisse curviligne, vecteurs de Frenet et courbure.

Abscisse curviligne : On appelle abscisse curviligne sur I toute application s : I = R de classe C'(1) telle que :

s@=If ®l =

dt

On a donc s abscisse curviligne sur I ssi il existe a de | tel que : s(t) = fatllf'(t)ll dt (a est I'origine)

Il en existe donc une infinité qui se déduisent I'une de I'autre par une constante additive.

x'(t) = —tsint
y'(t) = tcost

o |s'(t) = |t] = t|(Sion travaille sur [0 ;400].)
2
sit=>0,s(t) =%

. _,2| estune abscisse curbiligne possible.
sit<0,s(t) ==

@ =

e Pourtnonnul,t>0:

= _ am = _dedd _ 1 FraN = 4 —>_1<—tsint)
T = . donc T—ds pra i ') T+y'(t)))|soitici: T = U rcost
= — sint
Pourt >0, T = ( )
cost
5 — = —cost)
e |N= Nr l+\/x,2+y,2] donc Pourt>0, N = (_ sint
R
R=S=0" ) VO forlys) =1
¢ ¢’ Xy —xy deti€f f ) € Y( ) R
detif f") t? [t]
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c. Développée de la courbe.

, '2 "2 , o’2

X)) =x-y - =x-y'S
L’équation de la développée est : , };’2+y}’]2 e
Y(t): y+XW:y+X7

On trouve :

{X(t) = —sintt
Y(t)= cost

6_
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