TD 7 - Algébre linéaire : généralités et déterminants

1 -1 1
Exercice 1 Montrer que les vecteurs {| 1| ,| 1 |, [ 0 |} forment une base de R3. Calculer les coor-
1 0 -1
1 1 0
données respectives des vecteurs [0 |, 0|, | 0| dans cette base.
0 1 1

Exercice 2 Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.

E, :{(x,y,z) eR2z+y+a=0, et:z—i—Saz:O}
E, ={fe FR,R); f(1) =0},  Ez={f<cFR,R);f(0)=1}
Ey={PeR,[X;P' =3}, By={(zy)eR%z+2+1>0}.

Exercice 3 Dans R* on considere ensemble E des vecteurs (21, x9, 3, x4) vérifiant 'équation x; + zo +
x5 + x4 = 0. L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de R*? Si oui, en donner une base.

Exercice 4 Soient v1(1,2,3,4),13(2,2,2,6),03(0,2,4,4),v1(1,0, —1,2),03(2,3,0,1) dans R*. Soient F =
Vect{vi,v3,03} et G = Vect{v},v5}. Déterminer une base des sous-espaces FNG, F, G et F 4+ G.

Exercice 5
On considére dans R™ une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : (€7, €3, €3, €1). Les familles
suivantes sont-elles libres 7

—_

(61,263, €3).

€1,2€1 + €;,€}).
3€1 + €3,€3,65 + €3).

2€1 + €3, €1 — 3€3, €], €5 — €7).

DAl

Exercice 6 Dans R?*, comparer les sous-espaces F et G suivants :
b

F Vect{(1,0,1,1), (=1,-2,3,—1), (=5, —3,1, —5)}
G = Vect{(-1,-1,1,-1),(4,1,2,4)}

Exercice 7 Vérifier que les applications suivantes sont linéaires, déterminer leurs noyaux (et la dimension
des noyaux), et les matrices associés dans les bases canoniques :

a) f:R? — R? avec f(x,y) = (22 + 3y, z +v)

b) f:R3 = R3 avec f(x,y,2) = 2x+y+ 2, —x +y,3z +y + 22)

c) f:R® = R®avec f(x,y,2) = (x +y+2z,y+221—2)

Exercice 8 Soit f un endomorphisme défini sur £ de dimension 2. On suppose que fo f=0et f # 0.
a) Montrer qu'il existe a tel que f(a) # 0.

b) On pose b = f(a). Montrer que (a, b) est une base de E.

c¢) Quelle est la matrice associée a f dans la base (a,b)?



Exercice 9 Soient E 'espace vectoriel des polynémes de degré au plus 3 et § 'endomorphisme de F qui
a un polynéme associe son polynoéme dérivé.

a) Ecrire la matrice C' de & dans la base canonique C = (1, X, X2, X3) de E.

b) Ecrire la matrice B de § dans la base B = (1,1 + X,1+ X2, 1+ X3).

Exercice 10 — Calculer les déterminants :
> 3 000 1 1 1 1 0 a b c
25300 a b oc a b ¢ d a 0 b c
Al - 0 2 5 3 O 5 AQ - b cC a 5 AS - 2 2 2 2 5 A4 == 5
a® b ¢ d a b 0 c
00253 @ b ad ¥ oS B a b c 0
0 00 25
a ¢ ¢ b a a a®> b4+c+d 1 0 a a
c a b c a b b c+d+a 01 b b
AE’_cbac’Ab‘_accQ d+a+b’A7_10002
b ¢ ¢ a a d d*> a+b+c 01 d &
Exercice 11 — A est une matrice de taille n, antisymétrique (c’est-a-dire que ‘A = —A).
Montrer que si A est inversible, n est pair.
Exercice 12 — Déterminer le déterminant des matrices de taille n de coefficients a;; dans les cas
suivants :
1.a;; =i +3i-5
2. a;j =1j
3. aij =1 +j
1 t 1 1 1 ¢
Exercice 13 — Calculer, pour tout ¢t € R le rang des matrices My =t 1 1|et N,=|1 ¢t 1
1 t 1 t 1 1

Exercice 14 — Soit A la matrice de taille n suivante, ou a, b, ¢ sont des réels (on suppose b # ¢).

a b b b
c a b b
A= c c a b
c ¢ ¢ a

On note B la matrice de taille n avec tous ses coefficents égaux a 1.

a) On introduit la fonction définie sur R par f(z) = det(A + zB)

Que valent f(—c) et f(—=b)?

b) Montrer que la fonction f peut s’écrire f(x) = ax + 3, avec a et 3 deux réels.
c¢) Déterminer « et 3 grace a la question a).

d) Que vaut det A?

Exercice 17 —
Soit u 'application de R, [X] dans R,,[X] définie par u(P) = P + P’. Calculer detu. Méme question
lorsque u(P) = X P’ + P(1).



