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TD n°8 : CORRECTION 

Algèbre linéaire : Diagonalisation. . 

 

a)  

𝐴 = 𝑀𝑎𝑡 𝑒1 ,𝑒2  𝑓 =   
1 −1

−1 2
  

𝜒𝐴 𝑋 = det 𝐴 − 𝑋. 𝐼𝑑𝑛 =  
1 − 𝑋 −1
−1 2 − 𝑋

 =  1 − 𝑋  2 − 𝑋 − 1 

𝜒𝐴 𝑋 =
1

4
  2𝑥 +  5 − 3  2𝑥 −  5 − 3  

Donc : 𝑆𝑝𝐾 𝐴 =   
3+ 5

2
;

3− 5

2
  

b) 

 𝑺𝑬𝑷  𝑨,
𝟑+ 𝟓

𝟐
 = 𝑲𝒆𝒓  𝑨 −  

𝟑+ 𝟓

𝟐
 . 𝑰𝒅𝒏   

 
 1 −

3+ 5

2
 𝑥 − 1 = 0

−𝑥 +  2 −
3+ 5

2
 𝑦 = 0

   soit    𝑥 +  
 5−1

2
 𝑦 = 0   

𝑆𝐸𝑃  𝐴,
3 +  5

2
 =   𝑥; 𝑦  𝑡𝑞  𝑥 = −  

 5 − 1

2
 𝑦 =   −  

 5 − 1

2
 𝑦

𝑦
  , 𝑦 ∈ ℝ   

𝑆𝐸𝑃  𝐴 ,
3 +  5

2
 =  𝑦   

1 −  5

2
1

  , 𝑦 ∈ ℝ = 𝑉𝑒𝑐𝑡     
1 −  5

2
1

   =  𝑉𝑒𝑐𝑡   𝑐1   

 𝑺𝑬𝑷  𝑨,
𝟑− 𝟓

𝟐
 = 𝑲𝒆𝒓  𝑨 −  

𝟑− 𝟓

𝟐
 . 𝑰𝒅𝒏   

 
 1 −

3− 5

2
 𝑥 − 1 = 0

−𝑥 +  2 −
3− 5

2
 𝑦 = 0

   soit    𝑥 −  
 5+1

2
 𝑦 = 0   
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𝑆𝐸𝑃  𝐴,
3 −  5

2
 =   𝑥; 𝑦  𝑡𝑞  𝑥 =  

1 +  5

2
 𝑦 =    

1 +  5

2
 𝑦

𝑦
  , 𝑦 ∈ ℝ   

𝑆𝐸𝑃  𝐴 ,
3 −  5

2
 =  𝑦   

1 +  5

2
1

  , 𝑦 ∈ ℝ = 𝑉𝑒𝑐𝑡     
1 +  5

2
1

   = 𝑉𝑒𝑐𝑡   𝑐2   

 

c)  

f est diagonalisable et  

𝑀𝑎𝑡 𝑐1 ,𝑐2  𝑓 =  

 

 
 

3 +  5

2
0

0
3 −  5

2  

 
 

 

𝑃 =  
1 −  5

2

1 +  5

2
1 1
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Exercice 3 

 𝜒𝐴 𝑥 = −𝑥 𝑥 − 2 (𝑥 − 1) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐴 =  0; 1; 2  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 0 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

−2
3

2

1

  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−4
0
1

  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
2
1
0
  

 A diagonalisable, 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, avec 𝑃 =  

−2 −4 2
3

2
0 1

1 3 0

   Et  𝐷 =  
0 0 0
0 1 0
0 0 2

  

 

 𝜒𝐵 𝑥 = −𝑥(𝑥2 + 3𝑥 + 3) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐵 =  0  et 𝑆𝑝ℂ 𝐵 =  0,
−3+𝑖  3

2
;
−3−𝑖  3

2
  

 𝑆𝐸𝑃 𝐵, 0 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1
1
1
 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 𝑆𝐸𝑃  𝐵,
−3+𝑖  3

2
 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 

 

 

−1+𝑖  3

2

−1−𝑖  3

2

1  

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣2) 

 𝑆𝐸𝑃  𝐵,
−3−𝑖  3

2
 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 

 

 

−1−𝑖  3

2

−1+𝑖  3

2

1  

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣3) 
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 B diagonalisable dans ℂ seulement ,  𝐵 = 𝑃𝐷𝑃−1,   

avec   𝑃 =   𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3   Et  𝐷 =

 

 

0 0 0

0
−3+𝑖  3

2
0

0 0
−3−𝑖  3

2  

  

 

 𝜒𝐶 𝑥 = −(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)² 

 𝑆𝑝ℝ 𝐶 =  1; 2   

 𝑆𝐸𝑃 𝐶, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡   −
1
1
0
 ,  

0
0
1
  = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1 , 𝑣2) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐶, 2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−2
1
0

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣3) 

 C diagonalisable, 𝐶 = 𝑃𝐷𝑃−1,    

avec   𝑃 =   𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3   Et  𝐷 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 2

  

 

 𝜒𝐷 𝑥 = −(𝑥 − 2)(𝑥 − 4)² 

 𝑆𝑝ℝ 𝐷 =  2; 4   

 𝑆𝐸𝑃 𝐷, 2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

−3
0

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐷, 4 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1
0
0
 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣2) 

 D n’est donc pas diagonalisable puisque dim 𝑆𝐸𝑃 𝐷, 4  = 1 pour une vp d’ordre 2 

 

 

 𝜒𝐸 𝑥 = (𝑥 − 1)²(𝑥 + 1)² 

 𝑆𝑝ℝ 𝐸 =  −1; 1   

 𝑆𝐸𝑃 𝐸, −1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

1
1
1
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐸, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

1
1
0
0

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣2) 

 E n’est donc pas diagonalisable puisque dim 𝑆𝐸𝑃 𝐸, ±1  = 1 pour une vp d’ordre 2 

 

 𝜒𝐹 𝑥 =  𝑥 − 1  𝑥 + 1  𝑥 − 3 (𝑥 + 3) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐹 =  −3; −1; 1; 3   
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 𝑆𝐸𝑃 𝐹, −3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

−1
3

−3
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐹, −1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

1
−1
−1
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣2) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐹, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

−1
−1
1
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣3) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐹, 3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  

1
3
3
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣4) 

 F diagonalisable, 𝐹 = 𝑃𝐷𝑃−1,    

avec   𝑃 =   𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4   Et  𝐷 =  

−3 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 3

  

 

 𝜒𝐺 𝑥 = −(𝑥 − 1)²(𝑥 + 2) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐺 =  −2; 1   

 𝑆𝐸𝑃 𝐺, −2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−1
0
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐺, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−2
0
5

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣2) 

 G n’est donc pas diagonalisable puisque dim 𝑆𝐸𝑃 𝐺, 1  = 1 pour une vp d’ordre 2 

 

 

 𝜒𝐻 𝑥 = −(𝑥 − 4)²(𝑥 − 2) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐻 =  2; 4   

 𝑆𝐸𝑃 𝐻, 2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1
1
1
 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 𝑆𝐸𝑃 𝐻, 4 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

−1
1

 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣2) 

 H n’est donc pas diagonalisable puisque dim 𝑆𝐸𝑃 𝐻, 4  = 1 pour une vp d’ordre 2 

 

Exercice 4 

Ici, u est diagonalisable sur E de dimension n donc il existe n vecteurs propres  𝑣1 , … , 𝑣𝑛  associé à une 

unique vp 𝜆 tels que :  𝑢  𝑣𝑖 = 𝜆 𝑣𝑖   
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Les vecteurs propres formant une base de E, pour tout i de  1, . . , 𝑛  on a : 

Pour tout vecteur x de E :  𝑥 =  𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖  

Soit :  

𝑢(𝑥) =  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑢(𝑣𝑖) =  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜆 𝑣𝑖 = 𝜆  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑣𝑖 = 𝜆 𝑥 

 

 

 

Exercice 5 

a - Diagonalisons la matrice A 

 𝜒𝐴 𝑥 =  𝑥 − 3 (𝑥 + 2) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐴 =  −2; 3  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
2
1
  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, −2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−1
2

  

 A diagonalisable, 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, avec 𝑃 =  
2 −1
1 2

   Et  𝐷 =  
3 0
0 −2

  

b – Exprimons F3 

F3 = P−1B3P = P−1AP = D 

c – Montrons que : FD=DF 

 FD = FF3 = F4 

 DF = F3F = F4 

Donc FD=DF 

d – En déduire que F est diagonale. 

FD =  
𝑓1 𝑓2

𝑓3 𝑓4
  

3 0
0 −2

 =  
3𝑓1 −2𝑓2

3𝑓3 −2𝑓4
  

DF =  
3 0
0 −2

  
𝑓1 𝑓2

𝑓3 𝑓4
 =  

3𝑓1 3𝑓2

−2𝑓3 −2𝑓4
  

Donc puisque FD=DF 

−2𝑓3 = 3𝑓3  et  3𝑓2 = −2𝑓2 

Et donc F est diagonale puisque 𝑓3 = 𝑓2 = 0 
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e – En déduire que F et B. 

F est diagonale et F3 = D, donc F =   3
3

0

0 − 2
3     

B = PFP−1 =  
2 −1
1 2

   3
3

0

0 − 2
3   

2

5

1

5

−
1

5

2

5

 =
1

5
  

4 3
3

−  2
3

2 3
3

+ 2 2
3

2 3
3

+ 2 2
3

 3
3

− 4 2
3   
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Exercice 6 

a, b - Vp de A et diagonalisation. 

 𝜒𝐴 𝑥 = (𝑥 − 2)² 

 𝑆𝑝ℝ 𝐴 =  2   

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

−1
 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

 A n’est donc pas diagonalisable puisque dim 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 2  = 1 pour une vp d’ordre 2 

 

c- Inverse de P 

𝑃 =  
1 0

−1 1
  et  𝑃−1 =  

1 0
1 1

  

d- Expression de T. 

𝑇 = 𝑃−1𝐴𝑃 =  
2 1
0 2

   donc    T = 2I + J  

d- Expression de 𝑇𝑛  

𝑇𝑛 =  2𝐼 + 𝐽 𝑛 = 2𝑛 𝐼 + 𝑛2𝑛−1𝐽  

d- Expression de 𝐴𝑛  

𝐴𝑛 = 𝑃𝑇𝑛𝑃−1 =  2𝑛 + 𝑛2𝑛−1 𝑛2𝑛−1

−𝑛2𝑛−1 2𝑛 − 𝑛2𝑛−1  
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