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TD n°8 : CORRECTION

Algébre linéaire : Diagonalisation. .

Exercice 1 — On considére I'endomorphisme de R? défini par f(r,y) = (. — y, —z + 2y).

a) Déterminer x s et les valeurs propres de f.

b) Pour chacune des valeurs propres de f, on précisera 'espace propre correspondant (en le
décrivant a l'aide d'une base).

c¢) f est-il diagonalisable ?

a)

A= Mat(el,ez)(f) = (_11 _21)

1-X -1

() =deta-x.1d) =" "5 T

|=(1—X)(2—X)—1

xa(X) =% (2x + 5 —3)(2x — V5 - 3)

Donc: |Spg(A) = {%5’3_2_\/5}
b)
o SEP (A,3+T“§) = Ker (A—(%g).ldn)
J5
(1_3,2_5)31/;1:0 soit {x+ @y=0
—x+(2-22)y=0
SEP(A,3+2\/§>={(x;y)tq xz—ﬁz_ly}z _\/32—1}] ,y ER
y
SEP(A,3+2—\/§>= y 1—2\/§ ,y €ER; =Vect 1—2\/§ = Vect{cl}
1 1
o SEP (A,3‘2—“§) = Ker (A—(3‘T"’).1dn)
(1_3_2_\6)3):/;1:0 soit {_@ =0
—x+(2—T)y=O
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3-5 145 1+V5
s (42559 i - 55, f(255) e
y
3§ 1++5 1++5
SEP(A, 5 >= y > , Y ERy =TVect > = Vect { c2}
1 1
c)
f est diagonalisable et
/ 3++5 0 \
_ 2
Mat(Cl,Cz)(f) - | 0 3 _ \/g |
\ 0 )
1-v5 1++5
P=1"" 2
1 1
Exercice 2 — Mémes questions que l'exercice précédent, avec f(x,y) = (z,y — 2z).
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Exercice 3
Chercher les valeurs propres et la dimension des sous-espaces propres des matrices suivantes. Déterminer
si elles sont diagonalisables.

2 0 4 -1 1 0 3 20
A= 3 —4 12 B= 0 -1 1 C = -1 0 0
1 -2 5 1 0 -1 001
3 —4 0 2 0100
£0 1) | |
4 —-bHh -2 4 3 0 2 0
b= 8’42’2 E=10 0 3 2|f=|o0203
0 0 2 -1 0010
—4 0 -2 § -1 -5
G = 01 0 H= -2 3 1
5 1 3 4 -1 -1
Exercice 3
o () =—x(x—-2)(x—-1)
e Spr(4) ={0;1;2}
-2
e SEP(A,0)=Vect | >
1
—4
e SEP(A,1)=Vect| 0
1
2
e SEP(A2)=Vect |1
0
-2 —4 2 0 0 0
* Adiagonalisable, A = PDP~",avecP = 2 0 Et D=<O 1 0)
1 3 0 0 2
e yp(x)=—x(x*+3x+3)
—-3+iv3 —3-iV3
o Spr(B) = {0} et Spc(B) = {0,—5=;, =)
1
e SEP(B,0) =Vect (1) = Vect(vy)
1
—1+4i+/3
34 2
) SEP(B, 3J;“/g):Vect \—1—i\/§ = Vect(vy)
2
1
-1-i+/3
s 2
. SEP(B, 3 ”/g)=Vect -1+iv3 | = Vect(v3)

2
1

M. Duffaud : http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa spe.html




TD n°8-CORRECTION .Page 4 sur 9

B diagonalisable dans C seulement, B = PDP71,

0 0
—3+i+3 0
avec P = (vy,v,,13) Et D=
—3-i+3
0 0 >
Xe(x) = —(x—2)(x — 1)°
Spr(C) = {1; 2}
1 0
SEP(C,1) =Vect {(—1), (0)} = Vect(vy,v;)
0 1
—2
SEP(C,2) =Vect | 1 |=Vect(v3)
0
C diagonalisable, C = PDP71,
1 0 O
avec P = (vq,v,,v3) Et D=[{0 1 0
0 0 2

xp () = —(x —2)(x — 4)*
Spr(D) = {2;4}

1

SEP(D,2) = Vect (—3) = Vect(vy)
0
1

SEP(D,4) = Vect <0> = Vect(v,)
0

D n’est donc pas diagonalisable puisque dim(SEP(D,4)) = 1 pour une vp d’ordre 2

xp() = (x—D*(x+ 1)’
Spr(E) = {-1;1}

1
SEP(E,—1) =Vect 1 = Vect(vy)
1
1
SEP(E,1) =Vect (1) =Vect(v,)
0

E n’est donc pas diagonalisable puisque dim(SEP(E, il)) = 1 pour une vp d’ordre 2

xr(x) = (x— 1D+ D(x—3)(x +3)
Spr(F) = {-3;-1;1;3}
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-1
o SEP(F,—3) = Vect _33 = Vect(vy)
1
1
e SEP(F,—1) =Vect :1 = Vect(v,)
1
-1
o SEP(F,1) = Vect _11 = Vect(vs)
1
1
e SEP(F,3)=Vect g = Vect(v,)
1
e Fdiagonalisable, F =PDP7 1
-3 0 0 0
avec P = (vy,vy,v3,vs) Et D= 8 _01 (1) 8
0 0 0 3

o X)) =-(x-1D*(x+2)
o Spr(G) =1{-21}

-1
e SEP(G,—2)=Vect ( 0 ) = Vect(vy)
1
-2
e SEP(G,1) =Vect ( 0 ) = Vect(v,)
5

e G n’est donc pas diagonalisable puisque dim(SEP(G, 1)) = 1 pour une vp d’ordre 2

o xn()=-(x-4*(x-2)
o Spr(H) =1{2;4}

1

e SEP(H,2)=Vect (1) = Vect(vy)
1
1

e SEP(H,4) =Vect (—1) = Vect(v,)
1

e Hn’est donc pas diagonalisable puisque dim(SEP(H, 4)) = 1 pour une vp d’ordre 2

Exercice 4

Ici, u est diagonalisable sur E de dimension n donc il existe n vecteurs propres (vy, ..., 1,) associé a une
uniquevp Atelsque: u(v;) =1 v;
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Les vecteurs propres formant une base de E, pour toutide {1,..,n}ona:

Pour tout vecteur x de E : x=yrtia; v
Soit :
n n n
u(x) =Zaiu(vi) =Zail v,=A1 Zaivi =1 x
i=1 i=1 i=1
Exercice 5

a - Diagonalisons la matrice A

o xa(x)=(x—-3)(x+2)
e Spr(4) ={-2;3}
o SEP(A,3) = Vect (i)

o SEP(4,—2) = Vect (_21)

e Adiagonalisable, A = PDP~!, avec P = (i _21) Et D = (3 ° )

b — Exprimons F3
F3 =P 1B3Pp=P1AP=D

¢ — Montrons que : FD=DF

e FD=FF3=F*
e DF=FF=F*

Donc FD=DF

d — En déduire que F est diagonale.
fi fz) 3 0 (3f1 —2f2>
FD = ( =
f3 fa (0 —2) 33 —2fa

=0 50 )= )

Donc puisque FD=DF

—2f3 =3f3 et 3f=-2f;

Et donc F est diagonale puisque f3 = f, =0
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e — En déduire que F et B.

3
FestdiagonaleetF3:D, doncF_(‘/g (3') )
0 -z
2 1
porri = (2 (3 0[5 5)_[L(45-V2 2VE+20n)
12780 V2/\_1 2] [5\233+2V2 33-412
5 5
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Exercice 6

a, b - Vp de A et diagonalisation.

o xalx) = (x—2)*
o Spr(4) = {2}
o SEP(A,2) = Vect (_11) = Vect(vy)

e An’est donc pas diagonalisable puisque dim(SEP(4,2)) = 1 pour une vp d’ordre 2

c- Inverse de P

p=(1 Delpt=( 9

-1 1 1 1
d- Expression de T.
_p-1sp_(2 1 —
T=P AP—(O 2) donc [T=21+]

d- Expression de T"

[T" = (21 + )" = 2" + n2""1|

d- Expression de A"

n_ prmp-1 _ (2" +n2"t n2n1
AT=rrr _( —n2n~1 zn—nzn—l)
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