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TD n°9 : CORRECTION 

Algèbre linéaire : Espaces Euclidiens. . 

 

a) Définition. 

b) On utilise l’algorithme de Gram-Schmidt. 

Algorithme de Gram-Schmidt :  

 𝑤1 =
𝑒1

 𝑒1 
 

 Pour k de 2 à n, on calcule  

o  𝑤𝑘 =
𝑦𝑘

 𝑦𝑘 
 avec : 

o 𝑦𝑘 = 𝑒𝑘 −  < 𝑒𝑘 , 𝑤𝑗 >  𝑤𝑗
𝑘−1
𝑗=1  

 

𝐵 = (1, 𝑋, 𝑋²) 

 𝑤1 =
𝑒1

 𝑒1 
= 1  

 𝑦2 = 𝑒2− < 𝑒2, 𝑤1 >  𝑤1 = 𝑥 −   𝑥. 1
1

0
𝑑𝑥 1 = 𝑥 −

1

2
 

 𝑤2 =
𝑦2

 𝑦2 
=

𝑥−
1

2

   𝑥−
1

2
 ²𝑑𝑥

1
0

=
𝑥−

1

2

 1/12
=  3  2𝑥 − 1  

 𝑦3 = 𝑒3− < 𝑒3, 𝑤1 >  𝑤1− < 𝑒3, 𝑤2 >  𝑤2 = 𝑥²− < 𝑥², 𝑤1 >  𝑤1− < 𝑥², 𝑤2 >  𝑤2 

𝑦3 = 𝑥² − 𝑥 + 1/6 

 𝑤3 =
𝑦3

 𝑦3 
=  5  6𝑥² − 6𝑥 + 1  
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a)  

 Par C-S,  𝛼 =  < 𝑎, 𝑏 >  ≤  𝑏 .  𝑏 = 1 

  𝑢 ² = 3(2𝛼 + 1) ≥ 0 

Donc  −
1

2
≤ 𝛼 ≤ 1  

b)  

Soit  𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 + 𝑧𝑐 = 0  

En appliquant successivement <a,.>, <b,.>, <c,.>, on obtient 

𝐴𝑋 =  
1 𝛼 𝛼
𝛼 1 𝛼
𝛼 𝛼 1

  
𝑥
𝑦
𝑧
 =  

0
0
0
  

Or   𝑑𝑒𝑡(𝐴) = (2𝛼 + 1)(1 − 𝛼) 

 si (a,b,c) libre, detA non nul donc 𝛼 diférent de -1/2 et 1 et d’après a) −
1

2
< 𝛼 < 1 

 si −
1

2
< 𝛼 < 1, alors detA non nul et donc (a,b,c) libre. 
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a) 

 𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡   
1

0

−1

 ,  
0

1

−1

  = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2) 

 Algo.. 

o 𝑤1 =
𝑓1

 𝑓1 
=

 

 

 2

2

0

−
 2

2  

  

o 𝑦2 = 𝑓2− < 𝑓2 , 𝑤1 >  𝑤1 =  

−
1

2

1

−
1

2

  

o 𝑤2 =
𝑦2

 𝑦2 
=

 

 
 

−
 6

6

 6

3

−
 6

6  

 
 

 

𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 

 
  
 

  
 

 

 
 

 2

2
0

−
 2

2  

 
 

,

 

 
 
 
 

−
 6

6

 6

3

−
 6

6  

 
 
 
 

 
  
 

  
 

= 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑤1, 𝑤2)  

b) 

𝐹⊥ =  𝑋 ∈ 𝐸 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑓 ∈ 𝐹, < 𝑋, 𝑓 > = 0  

Il faut donc que X vérifie :   
< 𝑋, 𝑤1 > = 0
< 𝑋, 𝑤1 > = 0

  

 
 
 

 
  2

2
 𝑥 −

 2

2
𝑧 = 0

−
 6

6
𝑥 +  

 6

3
𝑦 −

 6

6
𝑧  = 0
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 𝑥 − 𝑧 = 0

−𝑥 +  2𝑦 − 𝑧  = 0
    donc   

 𝑥 = 𝑧
𝑦 = 𝑧

  

𝐹⊥ = 𝑉𝑒𝑐𝑡   
1

1

1

     

BON de 𝐹⊥   est     
1

 3
 

1

1

1

   

c) 

𝑝 𝑎 =< 𝑎, 𝑤1 >  𝑤1+ < 𝑎, 𝑤2 >  𝑤2  

𝑝 𝑎 =

 

 
 
 

−
5

3

−
2

3
7

3  

 
 
 

  

d) 

𝐴 = 𝑀𝑎𝑡 𝑒1 ,𝑒2 ,𝑒3  𝑝 =  

 

 
 
 

2

3
−

1

3
−

1

3

−
1

3

2

3
−

1

3

−
1

3
−

1

3

2

3  

 
 
 

=
1

3
  

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

  

On vérifie que A²=A ce qui caractérise une projection, qu’elle soit orthogonale ou non. 

 

e) 

𝑠 𝑥 = 2𝑝 𝑥 − 𝑥  

𝐵 = 𝑀𝑎𝑡 𝑒1 ,𝑒2 ,𝑒3  𝑠 = 2𝐴 − 𝐼𝑑 =
1

3
 

1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1
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 𝑆𝑖 𝒅𝒆𝒕 𝒇 =  𝟏   f isométrie directe (donc rotation) 

f est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫   . 

o 𝑫    est l’ensemble des invariants de f , déterminée par résolution de AX=X 

o L’angle t est déterminé par :  

Á 𝑡𝑟(𝐴) = 1 + 2𝑐𝑜𝑠 𝑡 

Á sin t est du signe du produit mixte  𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑢 = det(i,j,k)  (𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑢)  

pour x non colinéaire à u , et u le vecteur normé dirigeant et orientant 

l’axe 𝐷    

𝑀𝑎𝑡 𝑢,𝑣,𝑤  𝑓 =   
1 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t

  : rotation 

pour u,v,w normés, 𝑫   = 𝒗𝒆𝒄𝒕(𝒖), 𝒗 ⊥ 𝒖 et 𝑤 = 𝑢⋀𝑣 

 

 𝑆𝑖 𝒅𝒆𝒕 𝒇 =  −𝟏   f iso. ind. (réflexion/plan ou composée  𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑒 𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ) 

o Si A symétrique : f est une symétrie orthogonale / plan 𝑷    

Á det A= - 1 et A≠-Id donc f réflexion /P 

Á 𝑷    est l’ensemble des invariants de f , dét. par résolution de 𝐴𝑋 = 𝑋  

𝑀𝑎𝑡 𝑢,𝑣,𝑤  𝑓 =   
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

  : symétrie 

pour u,v,w normés, 𝑷   = 𝒗𝒆𝒄𝒕(𝒖, 𝒗), 𝒘 ⊥  𝑷     

 

o Si A non symétrique :  

f est la composée commutative d’une rotation 𝑹𝒐𝒕(𝑫   , 𝒕) et d’une réflexion 𝑹𝒆𝒇(𝑷   ) 

avec 𝑷    ⊥ 𝑫    

Á 𝑫    est caractérisé par les X tels que 𝐴𝑋 = −𝑋  

Á L’angle t est déterminé par :  

 𝑡𝑟 𝐴 = −1 + 2𝑐𝑜𝑠 𝑡 
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 sin t est du signe de  𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑢 = det(i,j,k)  (𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑢)  

pour x non colinéaire à u ,et u le vecteur normé dirigeant et 

orientant l’axe 𝐷    

𝑀𝑎𝑡 𝑢,𝑣,𝑤  𝑓 =   
−1 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t

  

pour u,v,w normés, 𝑫   = 𝒗𝒆𝒄𝒕(𝒖), 𝒗 ⊥ 𝒖 et 𝑤 = 𝑢⋀𝑣 

 

1°) 

𝐴 =  
0 1

−1 0
  

 𝐴𝑡 𝐴 = 𝐼𝑑, donc f isométrie. 

 det A=1 donc A est la matrice d’une rotation 

 𝑡 =  −
𝜋

2
 [2𝜋] 

2°) 

𝐵 =

 

 
 

1

2
−

 3

2

−
 3

2
−

1

2  

 
 

 

 𝐵𝑡 𝐵 = 𝐼𝑑, donc f isométrie. 

 det B=- 1 donc B est la matrice d’une symétrie orthogonale / 𝑫    

 𝑡 =  −
𝜋

3
 [2𝜋] donc la droite vectorielle  𝑫    est d’angle polaire −

𝝅

𝟔
 

3°) 

𝐶 =  

3

5

4

5

−
4

5

3

5

  

 𝐶𝑡 𝐶 = 𝐼𝑑, donc f isométrie. 

 det C=1 donc C est la matrice d’une rotation. 

 𝑡 =  − arccos⁡ 
3

5
  [2𝜋] 
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4°) 

𝐷 =
1

3
 

1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

  

 𝐷𝑡 𝐷 = 𝐼𝑑, donc f isométrie. 

 det D=- 1 donc  D est la matrice d’une  isométrie indirecte (réflexion/plan ou composée 

symétrie o rotation). 

 D symétrique : f est une symétrie orthogonale / plan 𝑷    

 det D= - 1 et D≠-Id donc f réflexion /P 

 𝑷    est l’ensemble des invariants de f , déterminée par résolution de DX=X. 

𝑷   = 𝑆𝐸𝑃 𝐷, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

 2
 

1

0

−1

 ,
1

 2
 

0

1

−1

  ,  vecteurs normés 

5°) 

𝐸 =
1

4
 

−2 − 6  6

 6 1 3

− 6 3 1

  

 𝐸𝑡 𝐸 = 𝐼𝑑, donc E est la matrice d’une isométrie. 

 det E = 1   e est la matrice d’une isométrie directe (donc rotation) 

f est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫   . 

 𝑫    est l’ensemble des invariants de f , déterminée par résolution de EX=X. 

𝑫   = 𝑆𝐸𝑃 𝐸, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

 2
 

0

1

1

  = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢),   vecteur normé 

 L’angle t est déterminé par :  

 tr E = 1 + 2cos t = 0,   donc  𝑡 =  ±
2𝜋

3
 [2𝜋]   

 sin t est du signe du produit mixte  𝑖, 𝑓 𝑖 , 𝑢 = det(i,j,k)  (𝑖, 𝑓 𝑖 , 𝑢)  

on a  𝑖  non colinéaire à u , et u le vecteur normé dirigeant et orientant l’axe 𝐷    

det(i,j,k)  (𝑖, 𝑓 𝑖 , 𝑢) =
 
 

1 −
1

2
0

0
 6

4

1

 2

0 −
 6

4

1

 2

 
 

=  
 3

2
> 0   
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f est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫   , dirigée et orientée par  𝒖 =
𝟏

 𝟐
 
𝟎

𝟏

𝟏

  

et d’angle 𝒕 =  
𝟐𝝅

𝟑
  𝟐𝝅 .  

 

 

a)  𝐴𝑡 𝐴 = 𝐼𝑑 = 𝐵𝑡 𝐵 , donc A et B sont orthogonales. 

b)  

𝐴 =  
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

  

 𝐴𝑡 𝐴 = 𝐼𝑑, donc f isométrie. 

  det f = 1   f isométrie directe (donc rotation) 

f est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫   . 

 𝑫    est l’ensemble des invariants de f , déterminée par résolution de AX=X. 

𝑫   = 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡   
0

0

1

  = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑘),   vecteur normé 

 L’angle t est déterminé par :  

 tr A = 1 + 2cos t = 1,   donc  𝑡 =  ±
𝜋

2
 [2𝜋]   

 sin t est du signe du produit mixte  𝑖, 𝑓 𝑖 , 𝑘 = det(i,j,k)  (𝑖, 𝑓 𝑖 , 𝑘)  

on a  𝑖  non colinéaire à k , et k le vecteur normé dirigeant et orientant l’axe 𝐷    

det(i,j,k)  (𝑖, 𝑓 𝑖 , 𝑘) =  
1 0 0
0 1 0

0 0 1

 =  1 > 0   

f est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫   , dirigée et orientée par  𝒌 =  
𝟎

𝟎

𝟏

  

et d’angle 𝒕 =  
𝝅

𝟐
  𝟐𝝅 .  
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𝐵 =  
1 0 0
0 0 1
0 −1 0

  

 𝐵𝑡 𝐵 = 𝐼𝑑, donc g isométrie. 

  det g= 1   g isométrie directe (donc rotation) 

g est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫   . 

 𝑫′      est l’ensemble des invariants de g, déterminée par résolution de BX=X. 

𝑫′     = 𝑆𝐸𝑃 𝐵, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡   
1

0

0

  = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑖),   vecteur normé 

 L’angle t est déterminé par :  

 tr B = 1 + 2cos t = 1,   donc  𝑡 =  ±
𝜋

2
 [2𝜋]   

 sin t est du signe du produit mixte  𝑗, 𝑔 𝑗 , 𝑖 = det(i,j,k)  (𝑗, 𝑔 𝑗 , 𝑖)  

on a  𝑗  non colinéaire à i , et i le vecteur normé dirigeant et orientant l’axe 𝐷′     

det(i,j,k)  (𝑗, 𝑔 𝑗 , 𝑖) =  
0 0 1
1 0 0

0 −1 0

 =  −1 < 0   

g est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫′     , dirigée et orientée par  𝒊 =  
𝟏

𝟎

𝟎

  

et d’angle 𝒕 =  −
𝝅

𝟐
  𝟐𝝅 .  

 

c) 

𝐶 = 𝐴𝐵 =  
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

  

 𝐶𝑡 𝐶 = 𝐼𝑑, donc h isométrie. 

  det h= 1   h isométrie directe (donc rotation) 

hest une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫′′      . 

 𝑫′     ′ est l’ensemble des invariants de h, déterminée par résolution de BX=X. 

𝑫′′      = 𝑆𝐸𝑃 𝐶, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

 3
 

1

1

−1

  = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢),   vecteur normé 

 L’angle t est déterminé par :  
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 tr C = 1 + 2cos t = 0,   donc  𝑡 =  ±
2𝜋

3
 [2𝜋]     

 sin t est du signe du produit mixte  𝑖, 𝑕 𝑖 , 𝑢 = det(i,j,k)  (𝑖, 𝑕 𝑖 , 𝑢)  

on a  𝑖  non colinéaire à u , et u le vecteur normé dirigeant et orientant l’axe 𝐷′    ′ 

det(i,j,k)  (𝑖, 𝑕 𝑖 , 𝑢) =
1

 3
 
1 0 1
0 1 1

0 0 −1

 =  −
1

 3
< 0   

h est une rotation par rapport à une droite vectorielle 𝑫′     ′, dirigée et orientée par  𝒖 =
1

 3
 

1

1

−1

  

et d’angle 𝒕 =  −
2𝜋

3
  𝟐𝝅 .  
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 Les matrices sont symétriques réelles donc sont diagonalisables dans une BON d’après 

le théorème fondamentale.  

 On sait en outre que Les SEP pour f symétrique sont orthogonaux entre eux. 

 Soit f symétrique, alors pour tout sev F stable par f, 𝐹⊥  stable par f. 

 

 𝜒𝐴 𝑥 = 𝑥² − 3𝑥 − 2 

 𝑆𝑝ℝ 𝐴 =  −2; 3  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, −2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−1
2

   on prend  𝑣1 =
1

 5
   

−1
2

  

 𝑆𝐸𝑃 𝐴, 3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
2
1
   on prend  𝑣2 =

1

 5
   

2
1
  

 A diagonalisable, 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, avec P orthogonale,  𝑃 = (𝑣1, 𝑣2)  Et  𝐷 =  
−2 0
0 3

  

 

 𝑆𝑝ℝ 𝐵 =  0; 5; 9  

 𝑆𝐸𝑃 𝐵, 0 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
2
1
2
  on prend  𝑣1 =

1

3
   

2
1
2
  

 𝑆𝐸𝑃 𝐵, 5 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−1
0
1

  on prend  𝑣2 =
1

 2
   

−1
0
1

  

 𝑆𝐸𝑃 𝐵, 9 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1

−4
1

  on prend  𝑣2 =
1

 18
   

1
−4
1

  

 B diagonalisable, 𝐵 = 𝑃𝐷𝑃−1, avec P orthogonale,  

𝑃 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  Et  𝐷 =  
0 0 0
0 5 0
0 0 9

  

 

 𝜒𝐶 𝑥 = − 𝑥 − 1  𝑥 − 2 (𝑥 − 4) 

 𝑆𝑝ℝ 𝐶 =  1; 2; 4  

 𝑆𝐸𝑃 𝐶, 1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
1
1
1
  on prend  𝑣1 =

1

 3
   

1
1
1
  

 𝑆𝐸𝑃 𝐶, 2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
0

−1
1

  on prend  𝑣2 =
1

 2
   

0
−1
1
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 𝑆𝐸𝑃 𝐶, 4 = 𝑉𝑒𝑐𝑡  
−2
1
1

  on prend  𝑣2 =
1

 6
   

−2
1
1

  

 C diagonalisable, 𝐶 = 𝑃𝐷𝑃−1, avec P orthogonale,  

𝑃 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  Et  𝐷 =  
1 0 0
0 2 0
0 0 4

  

 


