«» Baccalauréat S Probabilités e

Index des exercices de probabilité de 1999 a 2005
Tapuscrit : DENIS VERGES

N° Lieu et date Q.CM. | Pcondi- | Variable | Loibino- | Loiuni- | Loiexpo- | Suite | Géomé-
tionelle | aléatoire miale forme nentielle trie
1 Amériquedu Nord juin 2005 x
2 Antilles juin 2005 X x
3 Asie juin 2005 X
4 Centres étr angers juin 2005 x X
5 France juin 2005 x x x
6 La Réunion juin 2005 x
7 Liban juin 2005 X
8 Nlle-Calédonie mars 2005 x
9 Polynésie juin 2005 X
10 Amérique Sud nov. 2004 x
11 France septembre 2004
12 La Réunion septembre 2004
13 Polynésie septembre 2004
14 Amérique du Nord juin 2004 x
15 France juin 2004 X
16 Liban juin 2004 x x
17 Polynésie juin 2004 x
18 Pondichéry juin 2004 X
19 La Réunion juin 2004 x x
20 Amérique Sud nov. 2003 x
21 Nlle-Calédonie nov. 2003
22 Antilles septembre 2003 x
23 France septembre 2003 x x
24 Amérique du Nord juin 2003 x
25 Antilles juin 2003 x x
26 Centres étrangers juin 2003 x x
27 La Réunion juin 2003 X X
28 || Liban juin 2003 x
29 Polynésie juin 2003 x
30 Nlle-Calédonie mars 2003 x
31 Amérique Sud déc. 2002
32 Nlle-Calédonie nov. 2002 x
33 France septembre 2002 x
34 Amérique du Nord juin 2002 X x
35 Antilles juin 2002 x x
36 Asie juin 2002 x
37 France juin 2002 x
38 La Réunion juin 2002 x
39 Polynésie juin 2002 x
40 Pondichéry juin 2002 X
41 Amérique Sud déc.2001
42 Antilles septembre2001 x
43 Antilles juin 2001 x
44 Asie juin 2001 X
45 Centres étrangers juin 2001 X
46 France juin 2001 x
47 Liban juin 2001 x
48 Polynésie juin 2001 x
49 Amérique Sud nov. 2000
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Index des exercices de probabilité de 1999 a 2005
Tapuscrit : DENIS VERGES

N° Lieu et date Q.CM. | Pcondi- | Variable | Loibino- | Loiuni- | Loiexpo- | Suite | Géomé-
tionelle | aléatoire miale forme nentielle trie
50 Antilles septembre 2000 x
51 France septembre 2000 x
52 Polynésie septembre 2000 x
53 Antilles juin 2000 x
54 Asie juin 2000 X x
55 Centres étrangers juin 2000 x
56 France juin 2000 X x
57 Liban juin 2000 x
58 Polynésie juin 2000 x
59 Pondichéry juin 2000 x
60 Amérique Sud nov. 1999 x
61 Antilles septembre 1999
62 France septembre 1999 x
63 Sportifs ht-niveau sept. 1999
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1. Amérique du Nord juin 2005

On dispose d'un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1,
deux faces portent le numéro 2 et trois faces portent le numéro 3.

On dispose également d'une urne contenant dix boules indiscernables au
toucher, portant les lettres L, O, G, A, R, I, T, H, M, E (soit quatre voyelles
et six consonnes).

Un joueur fait une partie en deux étapes :

Premiére étape : il jette le dé et note le numéro obtenu.

Deuxieme étape :

e sile déindique 1, il tire au hasard une boule de I'urne. Il gagne la partie
si cette boule porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.

e sile dé indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de
I'urne. Il gagne la partie si chacune de ces deux boules porte une voyelle
et il perd dans le cas contraire.

 sile dé indique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de
I'urne. Il gagne la partie si chacune de ces trois boules porte une voyelle
et il perd dans le cas contraire.

Ala fin de chaque partie, il remet dans I'urne la ou les boules tirée(s).

On définit les événements suivants :

D; : «le dé indique 1 » D5 : «le dé indique 2 »

D3 : «le dé indique 3 » G : «la partie est gagnée ».

A et B étant deux évenements tels que p(A) # 0, on note px (B) la probabi-
lité de B sachant que A est réalisé.

1. a. Déterminer les probabilités pp, (G), pp, (G), et pp,(G)

23

b. Mont 1 G)=——.
ontrer alors que p(G) 180

2. Un joueur a gagné la partie. Calculer la probabilité qu'il ait obtenu
le numéro 1 avec le dé.

3. Unjoueur fait six parties. Calculer la probabilité qu’il en gagne exac-
tement deux et en donner une valeur arrondie & 102 pres.

Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pour que la
probabilité d’en gagner au moins une soit supérieure a 0,9 ?
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2. Antilles juin 2005

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples constitué de six ques-
tions; chacune comporte trois réponses, une seule est exacte. On notera
sur la copie uniquement la lettre correspondant 4 la réponse choisie.

Un lecteur d’'une bibliothéque est passionné de romans policiers et de
biographies. Cette bibliotheque lui propose 150 romans policiers et 50
biographies.

40 % des écrivains de romans policiers sont francais et 70 % des écrivains
de biographies sont francais.

Le lecteur choisit un livre au hasard parmi les 200 ouvrages.

1. La probabilité que le lecteur choisisse un roman policier est :

1
150

2. Lelecteur ayant choisi un roman policier, la probabilité que I'auteur
soit francais est :

a. 0,4 b. 0,75 C.

a. 0,3 b. 0,8 c. 0,4

3. Laprobabilité que Ie lecteur choisisse un roman policier francais est

a. 1,15 b. 0,4 c. 0,3

4. Laprobabilité que le lecteur choisisse un livre d'un écrivain francais
est:

a. 0,9 b. 0,7 c. 0,475

5. La probabilité que le lecteur ait choisi un roman policier sachant
que I'écrivain est francais est :

4 12
- b. —
150 19

6. Le lecteur est venu 20 fois a la bibliotheque; la probabilité qu'il ait
choisi au moins un roman policier est :

c. 0,3

a. 1-(0,25% b. 20x0,75 c. 0,75x(0,25)%
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3. Asie juin 2005

Une association organise une loterie pour laquelle une participation m
exprimée en euros est demandée.

Unjoueur doit tirer simultanément au hasard, deux boules dans une urne
contenant 2 boules vertes et 3 boules jaunes.

Sile joueur obtient deux boules de couleurs différentes, il a perdu.

Si le joueur obtient deux boules jaunes, il est remboursé de sa participa-
tion m.

Si le joueur obtient 2 boules vertes, il peut continuer le jeu qui consiste a
faire tourner une roue ot sont inscrits des gains répartis comme suit :

1
e sur 3 de laroue le gain est de 100 €,

1
e Sur 1 de laroue le gain est de 20 €,

e sur le reste le joueur est remboursé de sa participation m.
On appelle VI'événement « le joueur a obtenu 2 boules vertes ».
On appelle ] I’événement « le joueur a obtenu 2 boules jaunes ».

On appelle RI'événement « le joueur est remboursé de sa participation et
ne gagne rien ».

1. Quelques calculs.

a. Calculer les probabilités P(V) et P(J) des évenements respectifs
Vet].

b. Onnote Py(R) la probabilité pour le joueur d’étre remboursé sa-
chant qu’il a obtenu deux boules vertes. Déterminer Py(R) puis
PRNV).

c. Calculer P(R).

d. Calculer la probabilité de gagner les 100 €, puis la probabilité de
gagner les 20 € de la roue.

2. On appelle X la variable aléatoire donnant le gain algébrique du
joueur c’est-a-dire la différence entre les sommes éventuellement
percues et la participation initiale m.

a. Donner les valeurs prises par la variable aléatoire X.

b. Donner laloi de probabilité de la variable aléatoire X et vérifier
que p(X =-m) est0,6.

c. Démontrer que 'espérance mathématique de la variable aléa-

140-51m

80

d. Lorganisateur veut fixer la participation m a une valeur entiere
en euro. Quelle valeur minimale faut-il donner a m pour que
’organisateur puisse espérer ne pas perdre d’argent ?

toire X est E(X) =
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3. Unjoueur se présente et décide de jouer 4 fois, quels que soient les
résultats obtenus.

Calculer la probabilité qu’il perde au moins une fois sa mise.

4. Onvoudrait qu’'un joueur ait plus d'une chance sur deux d’étre rem-
boursé de sa mise ou de gagner quand il joue une seule fois. On
note G cet évenement. Pour cela on garde deux boules vertes dans
I'urne mais on modifie le nombre de boules jaunes. On appelle n
le nombre de boules jaunes, on suppose n > 1. Calculer la valeur
minimale de n pour que la condition précédente soit vérifiée.

Exercices de probabilités 6
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4. Centres étrangers juin 2005

Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone une en-
quéte sur la qualité de ses produits.

On admet que lors du premier appel téléphonique, la probabilité que le
correspondant ne décroche pas est 0,4 et que s’il décroche, la probabilité
pour qu’il réponde au questionnaire est 0,3.

On pourra construire un arbre pondéré.

1. Onnote:
e D; 'évenement : « la personne décroche au premier appel »;

* R; I'événement « la personne répond au questionnaire lors du pre-
mier appel ».

Calculer la probabilité de I'évenement R;.

2. Lorsqu'une personne ne décroche pas au premier appel, on la contacte
une seconde fois. La probabilité pour que le correspondant ne dé-
croche pasla seconde fois est 0,3 et la probabilité pour qu’il réponde
au questionnaire sachant qu’il décroche est 0,2. Si une personne ne
décroche pas lors du second appel, on ne tente plus de la contacter.
On note:

e D, I'’évenement : « la personne décroche au second appel ».

* R, 'évenement : « la personne répond au questionnaire lors du
second appel ».

e RI'événement : « la personne répond au questionnaire ».
Montrer que la probabilité de I'évéenement R est 0,236.

3. Sachant qu'une personne a répondu au questionnaire, calculer la
probabilité pour que la réponse ait été donnée lors du premier ap-
pel. (on donnera la réponse arrondie au millieme)

4. Un enquéteur a une liste de 25 personnes a contacter. Les sondages
aupres des personnes d'une méme liste sont indépendants. Quelle
est la probabilité pour que 20 % des personnes répondent au ques-
tionnaire ? (on donnera la réponse arrondie au millieme)

Exercices de probabilités 7



Baccalauréat S

5. France juin 2005

Pour les questions 1 et 2, on donnera les résultats sous forme de fraction
et sous forme décimale approchée par défaut a 10~3 preés.

Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7 vertes. Il met 10 rouges et
3 vertes dans une boite cubique et 3 rouges et 4 vertes dans une boite
cylindrique.

1. Dans un premier jeu, il choisit simultanément trois billes au hasard
dansla boite cubique et il regarde combien de billes rouges il a choi-
sies. On appelle X la variable aléatoire correspondant au nombre de
billes rouges choisies.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer I'espérance mathématique de X.

2. Un deuxieme jeu est organisé de telle sorte que I'’enfant choisisse
d’abord au hasard une des deux boites, puis qu’il prenne alors une
bille, toujours au hasard, dans la boite choisie. On considere les éve-
nements suivants :

C1: « U'enfant choisit la boite cubique »,
C2: « Lenfant choisit la boite cylindrique »,
R: « Lenfant prend une bille rouge »,
V: « Lenfant prend une bille verte ».
a. Représenter par un arbre pondéré la situation correspondant a
ce deuxiéme jeu.
b. Calculer la probabilité de I’évenement R.
c. Sachant que 'enfant a choisi une bille rouge, quelle est la pro-
babilité qu’elle provienne de la boite cubique ?

3. Lenfant reproduit n fois de suite son deuxiéme jeu, en remettant a
chaque fois la bille tirée a sa place.

a. Exprimer, en fonction de n, la probabilité p,, que I'’enfant ait
pris au moins une bille rouge au cours de ses n choix.

b. Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle p,, > 0,99.

Exercices de probabilités 8
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6. La Réunion juin 2005

On considere trois urnes U;, U, et Us.

Lurne U, contient deux boules noires et trois boules rouges; I'urne U,
contient une boule noire et quatre boules rouges ; 'urne Us contient trois
boules noires et quatre boules rouges.

Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de U; et une boule
de U,, ales mettre dans Us, puis a tirer au hasard une boule de Us.

Pour i prenantles valeurs 1, 2 et 3, on désigne par N;, (respectivement R;)
I’événement « on tire une boule noire de I'urne U; » (respectivement « on
tire une boule rouge de 'urne U; »).

1. Reproduire et compléter I'arbre de probabilités suivant :

N3
Nz<
Rs

Ny
N3
R2<
R3
N3
N<
R3
Ry

N3
R2<
R3
2. a. Calculer la probabilité des évenements Ny NN, N N3, et Ny N
R, N N3.

b. En déduire la probabilité de I’évenement N; N Ns.

c. Calculer de facon analogue la probabilité de I'évenement R; N
Ns.

3. Déduire de la question précédente la probabilité de I'évenement Ns.
4. Les évenements N; et N3 sont-ils indépendants ?

5. Sachant que la boule tirée dans Us est noire, quelle est la probabilité
que la boule tirée de U, soit rouge ?

Exercices de probabilités 9



Baccalauréat S

7. Liban juin 2005

Un fabricant d’écrans plasma teste une premiere fois ses appareils a la
sortie de la chaine de fabrication.

Sile test est positif (c’est-a-dire sil’écran fonctionne correctement), I'écran
est acheminé chez le client. Sinon I’écran retourne en usine ot il est ré-
paré puis testé une seconde fois. Si ce deuxieme test est positif, 'écran est
acheminé chez le client, sinon il est détruit.

Une étude statistique a permis de montrer que le test est positif pour 70 %
des écrans neufs sortis directement des chaines de fabrication, mais que
parmi les écrans réparés, seulement 65% d’entre eux passent le second
test avec succes.

On note T, I'évenement : « le premier test est positif ».
On note Cl'événement : « I’écran est acheminé chez le client ».

1. On choisit un écran au hasard a la sortie de la chaine de fabrication.
Déterminer les probabilités des évenements Ty, et C.

2. Lafabrication d'un écranrevient a 1000 € au fabricant si’écran n’est
testé qu’'une fois.
Celalui cotite 50 € de plus sil’écran doit étre testé une seconde fois.
Un écran est facturé a euros (a étant un réel positif) au client.
On introduit la variable aléatoire X qui, a chaque écran fabriqué,

associe le « gain » (éventuellement négatif) réalisé par le fabricant.
a. Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de a.
b. Exprimer’espérance de X en fonction de a.

c. A partir de quelle valeur de a, 'entreprise peut-elle espérer réa-
liser des bénéfices ?

Exercices de probabilités 10
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8. Nouvelle-Calédonie mars 2005

Une compagnie de transport désire optimiser les controles afin de limiter
I'impact des fraudes et les pertes occasionnées par cette pratique.

Cette compagnie effectue une étude basée sur deux trajets par jour pen-
dant les vingt jours ouvrables d'un mois soit au total quarante trajets. On
admet que les controles sont indépendants les uns des autres et que la
probabilité pour tout voyageur d’étre controlé est égale a p.

Le prix de chaque trajet est de dix euros, en cas de fraude 'amende est de
cent euros.

Claude fraude systématiquement lors des quarante trajets soumis a cette
étude.

Soit X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si Claude est contrélé
au i-eme trajet et la valeur 0 sinon. Soit X la variable aléatoire définie par
X=X1+Xo+ X3+ -+ Xy.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

1
2. Dans cette partie on suppose que p = 20

a. Calculer’espérance mathématique de X.
b. Calculer les probabilités P(X =0), P(X =1) et P(X =2).

c. Calculer 2 10~ prés la probabilité pour que Claude soit controlé
au plus deux fois.

3. Soit Z; la variable aléatoire qui prend pour valeur le gain algébrique
réalisé par le fraudeur.

JustifierI'égalité Z = 400—100X puis calculer I'espérance mathéma-

1

tique de Z pour p = 5

4. Ondésire maintenant déterminer p afin que la probabilité que Claude
subisse au moins trois controles soit supérieure a 99 %.

a. Démontrer que P(X <2) = (1-p)*8 (741p* +38p +1).

b. Soit flafonction définie sur [0; 1] par: f(x) = (1-x)%8 (741x* + 38x + 1).
Montrer que f est strictement décroissante sur [0; 1] et qu'il
existe un unique réel xy appartenant a I'intervalle [0; 1] tel que

n
f(xp) = 0,01. Déterminer 'entier naturel n tel que 100 < Xxp <
n+1l

100
c. En déduire la valeur minimale qu'il faut attribuer a p afin que
la probabilité que Claude subisse au moins trois controles soit
supérieure ou égale a 99 %.

(On exprimera p en fonction de xg).
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9. Polynésie juin 2005

Une usine d’horlogerie fabrique une série de montres.

Au cours de la fabrication peuvent apparaitre deux types de défauts, dé-
signés par a et b.

2 % des montres fabriquées présentent le défaut a et 10 % le défaut b.

Une montre est tirée au hasard dans la production. On définit les événe-
ments suivants :

A: «lamontre tirée présente le défaut a » ;

B : «la montre tirée présente le défaut b »;

C: «lamontre tirée ne présente aucun des deux défauts »;

D : «la montre tirée présente un et un seul des deux défauts ».
On suppose que les événements A et B sont indépendants.

1. Montrer que la probabilité de I'évenement C est égale a 0,882.
2. Calculer la probabilité de I'évenement D.

3. Aucours dela fabrication, on préleve au hasard successivement cinq
montres.
On considere que le nombre de montres fabriquées est assez grand
pour que I'on puisse supposer que les tirages se font avec remise et
sont indépendants.
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque prélévement de cinq montres,
associe le nombre de montres ne présentant aucun des deux défauts
aetb.
On définit I’événement E : « quatre montres au moins n’ont aucun
défaut ».
Calculer la probabilité de I’évenement E. On en donnera une valeur
approchée a 1073 pres.
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10. Amérique du Sud novembre 2004

On note pa(B) la probabilité conditionnelle de I'événement B sachant
que I'événement A est réalisé.

Une urne contient 4 boules rouges et 2 boules noires indiscernables au
toucher.

1. On effectue au hasard un tirage sans remise de deux boules de I'urne.
On note Ag I’évenement ; « on n’a obtenu aucune boule noire »;
On note A; I'’événement : « on a obtenu une seule boule noire »;
On note A, I’événement : « on a obtenu deux boules noires ».
Calculer les probabilités de Ay, A; et A,.

2. Apres ce premier tirage, il reste donc 4 boules dans I'urne.

On effectue a nouveau au hasard un tirage sans remise de deux boules
de l'urne.

On note By I'événement : « on n'a obtenu aucune boule noire au
0

tiragen® 2 »

On note B; I'événement : « on a obtenu une seule boule noire au

tiragen® 2 »

On note B, I'’événement : « on a obtenu deux boules noires au tirage

(o)
n°2»

a. Calculer pj,(Bo), pa, Bo) et pa, (Bo).
b. En déduire p(By).
c. Calculer p(B;) et p(B>).

d. On a obtenu une seule boule noire lors de ce second tirage.
Quelle est la probabilité d’avoir obtenu une seule boule noire
lors du premier ?

3. On considere I'évenement R : « il a fallu exactement les deux tirages
pour que les deux boules noires soient extraites de 'une ».

1
Montrer que p(R) = 5
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11. France septembre 2004

1. Soit une particule au hasard.
Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
Al : «la particule isolée est de type A et elle entre dans K1 »,
A2 : «la particule isolée est de type A et elle entre dans K2 »,
B1: «la particule isolée est de type B et elle entre dans K1 »,
B2 : «la particule isolée est de type B et elle entre dans K2 »,
C1: «la particule entre dans K1 »,
C2: «la particule entre dans K2 ».
2. On procede cinq fois de suite et de facon indépendante a I'épreuve
décrite en introduction.

Le nombre de particules étant tres grand, on admettra que les pro-
portions 75 % et 25 % restent constantes.

Calculer la probabilité de I’événement E suivant : « il y a exactement
deux particules dans K2 ».

Partie B

Un récipient contient le gaz décrit précédemment. Les particules A sont
radioactives et se transforment spontanément en particules B; chaque
particule A donne en se transformant une particule B.

On note p(t) la proportion de particules A dans le gaz. Ainsi, a I'instant
t=0,onap(0)=0,75.

Plus généralement, si ¢ est exprimé en années, on a p(t) = 0,75, o1 A
est une constante réelle.

La demi-vie ! des particules de type A est égale a 5 730 ans.

1. Calculer A ; on prendra une valeur approchée décimale a 10> pres
par défaut.

2. Auboutde combien d’années 10% des particules de type A se seront-
elles transformées en particules de type B ?

3. Déterminer la valeur de ¢ pour laquelle il y aura autant de particules
de type A que de particules de type B (on arrondira a I'unité).

ltemps au bout duquel le nombre de particules restantes est la moitié du nombre initial.
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12. La Réunion septembre 2004

Un joueur dispose d'un dé cubique bien équilibré dont les faces sont nu-
mérotées de 1 a 6, et de trois urnes U;, U, et Uz contenant chacune k
boules, ou k désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

ll'y a trois boules noires dans I'urne U;,deux boules noires dans 'urne U,
et une boule noire dans 'urne Us, et toutes les autres boules contenues
dans les urnes sont blanches.

Les boules sont indiscernables au toucher.
Une partie se déroule de la fagon suivante :
le joueur lance le dé,

 ¢’il obtient le numéro 1, il prend au hasard une boule dans I'urne Uy,
note sa couleur et la remet dans 'urne Uy ;

e ¢'il obtient un multiple de trois, il prend au hasard une boule dans
I'urne U,, note sa couleur et la remet dans I'urne U, ;

e si le numéro amené par le dé n’est ni le 1 ni un multiple de trois, il
prend au hasard une boule dans I'urne Us, note sa couleur et la remet
dansl'urne Us.

On désigne par A, B, C, et N les événements suivants :

A:«Le dé amenele numéro 1 »;

B : « Le dé amene un multiple de trois »;

C: «Le dé amene un numéro qui n’est ni le lui un multiple de trois » ;
N : « La boule tirée est noire ».

1. Lejoueur joue une partie.
a. Montrer que la probabilité qu’il obtienne une boule noire est

égale a —.
égalea ——

b. Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la
boule tirée est noire.

c. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire

1
soit supérieure a 7

d. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire

1
soit égale a —.
30

2. Dans cette question, k est choisi pour que la probabilité d’obtenir

une boule noire en jouant une partie soit égale a 30

Le joueur joue 20 parties, indépendantes les unes des autres.

Calculer, sous forme exacte puis arrondie a 1073, la probabilité qu’il
obtienne au moins une fois une boule noire.
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13. Polynésie septembre 2004

On donne dans le plan trois points A, B et C distincts non alignés.

Une urne U contient six cartons indiscernables au toucher portant les
nombres -2, -1, 0, 1, 2 et 3.

Une urne V contient cinq cartons indiscernables au toucher ; quatre car-
tons portent le nombre 1 et un carton le nombre —1.

On tire au hasard un carton dans chacune des urnes. Les tirages sont
équiprobables. On note a le nombre lu sur le canon de U et b celui lu
sur le carton de V.

1. Justifier que les points pondérés (A, a), (B, b) et (C, 4) admettent un
barycentre. On le note G.
2. a. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
E; « G appartient a la droite (BC) »;
E, « G appartient au segment [BC] ».

b. Montrer que la probabilité de 'évenement E3 : « G est situé a
I'intérieur du triangle ABC et n’appartient a aucun des cOtés »

2
est égale a 5 On pourra faire appel des considérations de signe.

3. Soit n un entier naturel non nul. On répete n fois dans les mémes
conditions |’épreuve qui consiste a tirer un carton dans chacune des
urnes U et V puis a considérer le barycentre G de la question 1..

On désigne par X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre
de réalisations de ’évenement Es.

a. Déterminer I'entier n pour que I'’espérance de la variable aléa-
toire X soit égale a 4.

b. Déterminer le plus petit entier n pour que la probabilité d’avoir
au moins un des barycentres situé a I'intérieur du triangle ABC
soit supérieure ou égale a 0,999.
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14. Amérique du Nord juin 2004

Un jeu de hasard est formé d’'un dispositif lancant de facon aléatoire une
fléchette dans une cible ayant la forme suivante :

B/B|B/B|B|B/B|B|B|J]|]J
RyV|V|TJ|J|JT|B|B|B|B|B|B

~—
=

V|V
B | B

La fléchette atteint toujours une case et une seule.

Les trente cases, blanches (B), jaunes (]), vertes (V) ou rouges (R), ont toutes
la méme probabilité d’'étre atteintes.

Si la fléchette atteint une case rouge, le joueur gagne 8 euros.
Si la fléchette atteint une case verte, le joueur gagne 5 euros.

Si la fléchette atteint une case jaune, le joueur ne gagne rien et ne perd
rien.

Si la fléchette atteint une case blanche, le joueur perd a euros, la lettre a
désigne un nombre réel positif.

1. On note X la variable aléatoire représentant le gain algébrique du
joueur (compté négativement quand il perd).
a. Donner la loi de probabilité de X.
b. Calculer a pour que le jeu soit équitable, c’est-a-dire pour que

I’espérance E(X) soit nulle.

2. Unjoueur est considéré comme gagnant s’il a obtenu un gain stric-
tement positif.

a. Quelle est la probabilité p qu’'un joueur gagne ?

b. Un joueur joue 5 parties consécutives indépendantes. Quelle
est la probabilité qu’il gagne exactement 2 fois ? exactement 5
fois ?

c. Quel est le nombre moyen de parties gagnantes dans la situa-
tion décrite en 2. b. ?
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15. France juin 2004

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d'un composant
électronique. On modélise cette situation par une loi de probabilité p de
durée de vie sans vieillissement définie sur I'intervalle [0 ; +oo] : la pro-
babilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de ¢
semaines est

t
p((0; 1) = f AeM* dux.
0

Une étude statistique, montrant qu’environ 50 % d’un lot important de
ces composants sont encore en état de marche au bout de 200 semaines,
permet de poser p([0; 200[) =0,5.

In2

1. Montrer que A = —.
200

2. Quelle est la probabilité qu'un de ces composants pris au hasard ait
une durée de vie supérieure ? 300 semaines ? On donnera la valeur
exacte et une valeur approchée décimale au centieme pres.

3. On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est la

A
limite quand A tend vers +oo de f Axe ¥ dx.
0

—AAe M _e 141
A

b. En déduire d,, on donnera la valeur exacte et une valeur appro-
chée décimale ? la semaine preés.

A
a. Montrer que f Axe Mdx =
0
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16. Liban juin 2004

Le personnel d'un tres grand hopital est réparti en trois catégories : les
meédecins, les soignants (non médecins) et le personnel AT (administratif
ou technique).

12 % des personnels sont des médecins et 71 % sont des soignants.

67% des médecins sont des hommes et 92% des soignants sont des femmes.

On donnera une valeur approchée de tous les résultats a 10~# pres.

1. On interroge au hasard un membre du personnel de cet hopital.

a. Quelle est la probabilité d'interroger une femme soignante ?
b. Quelle est la probabilité d’'interroger une femme médecin ?

c. On sait que 80 % du personnel est féminin. Calculer la probabi-
lité d’interroger une femme AT.

En déduire la probabilité d’'interroger une femme sachant que
la personne interrogée fait partie du personnel AT.

2. Toutle personnel de cet hopital a un temps de trajet domicile-hopital
au plus égal a une heure et on suppose que la durée exacte du trajet
est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0; 1].

On interroge au hasard un membre du personnel de cet hopital.
Quelle est la probabilité pour que la personne interrogée ait une du-
rée de trajet comprise entre 15 min et 20 min ?

3. Une entreprise souhaite envoyer un courrier publicitaire a 40 per-
sonnes qui travaillent dans cet hopital. Elle a la liste du personnel
mais ne connait pas la fonction de chacun. Elle choisit au hasard 40
noms de la liste (en raison de la taille de la population, on considere
qu’il s’agit de 40 tirages successifs indépendants avec remise).

Quelle est la probabilité que, sur les 40 courriers envoyés, 10 exacte-
ment soient recus par des médecins ?
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17. Polynésie juin 2004

Le laboratoire de physique d'un lycée dispose d'un parc d’oscilloscopes
identiques. La durée de vie en années d'un oscilloscope est une variable
aléatoire notée X qui suit la « loi de durée de vie sans vieillissement » (ou
encore loi exponentielle de parametre A avec A > 0.

Toutes les probabilités seront données 2 1073 pres.

1. Sachant que p(X > 10) = 0,286, montrer qu'une valeur approchée a
1073 prés de A est 0,125.

On prendra 0, 125 pour valeur de A dans la suite de I'exercice.

2. Calculer la probabilité qu'un oscilloscope du modele étudié ait une
durée de vie inférieure a 6 mois.

3. Sachant qu'un appareil a déja fonctionné huit années, quelle est la
probabilité qu’il ait une durée de vie supérieure dix ans ?

4. On considere que la durée de vie d'un oscilloscope est indépen-
dante de celle des autres appareils. Le responsable du laboratoire
décide de commander 15 oscilloscopes. Quelle est la probabilité qu’au
moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure 4 10 ans ?

5. CombienI'établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que
la probabilité qu’au moins I'un d’entre eux fonctionne plus de 10
ans soit supérieure a 0,999 ?

Rappel :
Loi exponentielle de parametre A sur [0 ; +ool, dite aussi loi de durée
de vie sans vieillissement :

b
pour0<a<bh, p(la; b)) :f Ae Mdret
a

Cc
pour ¢ >0, p([c; +oo]) = l—f Ae Mdt.
0
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18. Pondichéry juin 2004

Un joueur dispose d'un dé cubique bien équilibré dont les faces sont nu-
mérotées de 1 a 6, et de trois urnes U;, U, et Uz contenant chacune k
boules, ou k désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Il'y a trois boules noires dans I'urne U, deux boules noires dans I'urne U,
et une boule noire dans 'urne Us, et toutes les autres boules contenues
dans les urnes sont blanches.

Les boules sont indiscernables au toucher.
Une partie se déroule de la fagon suivante :
le joueur lance le dé,

 ¢’il obtient le numéro 1, il prend au hasard une boule dans I'urne Uy,
note sa couleur et la remet dans 'urne Uy ;

e ¢'il obtient un multiple de trois, il prend au hasard une boule dans
I'urne U,, note sa couleur et la remet dans I'urne U, ;

e si le numéro amené par le dé n’est ni le 1 ni un multiple de trois, il
prend au hasard une boule dans I'urne Us, note sa couleur et la remet
dansl'urne Us.

On désigne par A, B, C, et N les événements suivants :

A: «Le dé amene le numéro 1. »

B : « Le dé ameéne un multiple de trois. »

C: «Le dé ameéne un numéro qui n'est ni le 1, ni un multiple de 3. »
N : « La boule tirée est noire.»

1. Lejoueur joue une partie.
a. Montrer que la probabilité qu’il obtienne une boule noire est

égale a —.
égalea ——

b. Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la
boule tirée est noire.

c. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire

1
soit supérieure a 7

d. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire

1
soit égale a —.
30

2. Dans cette question, k est choisi pour que la probabilité d’obtenir

une boule noire en jouant une partie soit égale a 30

Le joueur joue 20 parties, indépendantes les unes des autres.

Calculer, sous forme exacte puis arrondie a 1073, la probabilité qu’il
obtienne au moins une fois une boule noire.
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19. La Réunion juin 2004

Pour chaque question, une seule des quatre propositions est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre
correspondant a la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.

Une réponse exacte rapporte 1 point; une réponse inexacte enléve un
demi-point;’absence de réponse est comptée 0 point.

Si le total est négatif, la note est ramenée a 0.

Premiere partie
Pour réaliser des étiquettes de publipostage, une entreprise utilise deux
banques de données :

B;, contenant 6000 adresses, dont 120 sont erronées et 5 880 sont exactes,
B,, contenant 4 000 adresses, dont 200 sont erronées et 3800 sont exactes.

1. On préleve au hasard, avec remise, 10 étiquettes parmiles 6 000 réa-
lisées a I'aide de B;. La probabilité qu’'exactement trois de ces éti-
quettes comportent une adresse erronée est :

N (1§0) + (58780) . 3

CUET]

3 7 3 7
10 120 5880 10 3 7
C: X X D: x X
3 6000 6000 3 120 5880

2. Parmi les 10 000 étiquettes, on en choisit une au hasard. Sachant
que I'étiquette comporte une adresse exacte, la probabilité qu’elle
ait été réalisée al’aide de B; est:

0,4 x0,95 0,6 x0,98

A:0,98 B: C:0,6x0,98 D:
0,6x0,98+0,6 x0,02 0,6x0,98+0,4 x0,95

Deuxieme partie

La durée de vie, exprimée en heures, d'un robot jusqu’a ce que survienne
la premiere panne est modélisée par une loi de probabilité p de durée
de vie sans vieillissement définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ (loi exponen-
tielle de parametre A = 0,000 5). Ainsi la probabilité que le robot tombe
en panne avant l'instant ¢ est :

t
p(0; 1] =f Ae~M* dux.
0

1. La probabilité qu'un robot ait une durée de vie supérieure a 2 500
heures est :

2500

_ 2500 2000
A : e 2000 B:e

C:1—e 2000 D : e 2500

=l
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2. Ladurée de vie moyenne d'un robot ménager est donnée par la for-

t
mule: E = lim f Axe M dx.
0

t—+o00

a. Lintégrale tlim Axe M dx est égalea:
—+00

A:/lze_m B:—te_M—T+Z C:AteM-AeM-A D:z‘e_;“——_;L

b. La durée de vie moyenne des robots, exprimée en heures, est :

A:3500 B:2000 C:2531,24 D :3000
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20. Amérique du Sud novembre 2003

Un sac contient 4 jetons numérotés respectivement —1, 0, 0, 1 et indis-
cernables au toucher.

On tire un jeton du sac, on note son numéro x et on le remet dans le sac;
on tire un second jeton, on note son numéro y et on le remet dans le sac;
puis on tire un troisiéme jeton, on note son numéro z et on le remet dans
le sac.

Tous les jetons ont la méme probabilité d’étre tirés.
A chaque tirage de trois jetons, on associe, dans l'espace muni d’un re-
pere orthonormal (O, 1, ], k) le point M de coordonnées (x, y, z).

Sur le graphique joint en annexe page 6, sont placés les 27 points corres-
pondant aux différentes positions possibles du point M. Les coordonnées

—>—>—>)

du point A sont (1; —1; —1) dans le repére (O, 1,7,k
On note ¥ le cube ABCDEFGH.

1. Démontrer que la probabilité que le point M soit en A est égale a or

2. Onnote E; I'événement : « M appartient a I’axe des abscisses ».

1
Démontrer que la probabilité de E; est égale a T

3. Soit £ le plan passant par O et orthogonal au vecteur ;(1 ;15 1).

a. Déterminer une équation cartésienne du plan £2.

b. Tracer en couleur sur le graphique de I'annexe, la section du
plan & et du cube €. (On ne demande pas de justification).

c. Onnote E, I'évenement : « M appartienta & ».
Quelle est la probabilité de I’évenement E; ?

4. On désigne par 28 la boule de centre O et de rayon 1,5 (c’est-a-dire
I’ensemble des points M de I'’espace tels que OM < 1,5).

On note E3 I'événement : « M appartient a la boule 28 ».
Déterminer la probabilité de I'évenement Es.
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Cette page ANNEXE sera complétée et remise avec la copie

...........
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21. Nouvelle-Calédonie novembre 2003

On observe sur une longue période le nombre d’accidents de scooters a
un carrefour. Il est alors possible de proposer la modélisation suivante :
pour n scooters franchissant le carrefour durant une année (n est un
grand nombre inconnu), on admet que la variable aléatoire S,, qui tota-
lise le nombre d’accidents de scooters a ce carrefour durant cette année
suit une loi binomiale; on estime que I'espérance mathématique de S,
notée E(S;,) est égale 4 10.

Soit p la probabilité pour un scooter d’étre accidenté a ce carrefour pen-
dant I'année considérée.

10\ 10\"*
1. Calculer p, puis justifier I'égalité P(S, = k) = (}) (—) (1 - —)
n n

ou k est un entier naturel tel que 0 < k < n.

10
ln(l - —)
n

2. a. Etablirl’égalitéIn[P(S,, =0)] = -10x ol1ln désignela

n
fonction logarithme népérien ; en déduire que liT P(S,=0)=
n—+0o0

e 10,

n-k 10

x ——, ou k
n-10 k+1

b. Démontrer que P(S,=k+1) =P (S, =k) x
est un entier naturel telque 0 < k< n—1.
10*

Fpourogkgn,

c. Démontrer que si lim P(S,=k) = e 10
n—+oo

k+1
" 10

(k+1)!

alors on a également lirP P(S,=k+1)=e"
n—+o00
k+1<n.
d. Démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence surl’en-
ok
7l ou k est un entier

pour 0 <

tier naturel kK que lim P(S,=k) = e 10
n—+oo

naturel tel que 0 < k < n.

3. On suppose que le nombre 7 est suffisamment grand pour que 'on

10

107 est une approximation acceptable de

puisse admettre que e”

P(S,, = k). Utiliser cette approximation pour calculer 2 10~* preés la
probabilité pour qu’au cours de cette année il y ait au moins trois
accidents de scooters a ce carrefour.
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22. Antilles-Guyane septembre 2003

Une association organise des promenades en montagne. Douze guides
emmenent chacun, pour la journée, un groupe de personnes dés le lever
du Soleil. L'été il y a plus de demandes que de guides et chaque groupe
doit s’inscrire la veille de la promenade.

Mais 'expérience des derniéres années prouve que la probabilité que
chacun des groupes inscrits ne se présente pas au départ de la prome-

1
nade est égale a Py On admettra que les groupes inscrits se présentent

indépendamment les uns des autres.
Les probabilités demandées seront arrondies au 100° le plus proche.

1. a. Montrer que la probabilité qu'un jour donné les 12 groupes ins-
crits soient tous présents est comprise entre 0,20 et 0,21.

b. On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jours
ol les 12 groupes inscrits se sont tous présentés au départ lors
d’'un mois de 30 jours. Montrer que X suit une loi binomiale
dont on précisera les parametres.

Donner la signification des évéenements X = 30 puis X = 0 et
calculer la probabilité de ces évenements.

Préciser I'’espérance mathématique E(X)

Quelle signification peut-on donner a ce résultat ?

c. Une somme de 1 Crédit (la monnaie locale) est demandée a
chaque groupe pour la journée. Cette somme est réglée au dé-
part de la promenade.

Dans le cas ol1 un groupe ne se présente pas au départ, I'asso-
ciation ne gagne évidemment pas le Crédit que ce groupe aurait
versé pour la journée.

On nomme S la variable aléatoire égale a la somme, en Crédits,
percue par I'association un jour donné.

Calculer la probabilité de I'évenement [S = 11].

Préciser 'espérance mathématique de S.

2. a. Agacé par le nombre de guides inemployés, le dirigeant de I’as-
sociation décide de prendre chaque jour une réservation sup-
plémentaire. Evidemment si les 13 groupes inscrits se présentent,
le 13° groupe sera dirigé vers une activité de substitution. Tou-
tefois, cette activité de remplacement entraine une dépense de
2 Crédits aI’association.

Quelle est a probabilité P13 qu'un jour donné il n'y ait pas de
désistement, c’est-a-dire que les 13 groupes inscrits la veille se
présentent au départ de la promenade ?

b. Soit R la variable aléatoire égale au cotit de I'activité de substi-
tution.
Préciser laloi de la variable aléatoire R et calculer son espérance
mathématique.
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c. Montrer que le gain moyen obtenu pour chaque jour est :

I G )

Calculer ce gain.

d. La décision du dirigeant est-elle rentable pour I'association ?
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23. France septembre 2003

Un commerce posséde un rayon « journaux » et un rayon « SOUVeNirs ».
Ala fin d’'une journée, on trie les pieces de monnaie contenues dans les
caisses de chaque rayon. On constate que la caisse du rayon « journaux
» contient 3 fois plus de pieces de 1 € que celle du rayon « souvenirs ».
Les pieces ont toutes le coté pile identique, mais le coté face differe et
symbolise un des pays utilisant la monnaie unique. Ainsi, 40 % des pieces
de 1 € dans la caisse du rayon « souvenirs » et 8 % de celle du rayon «
journaux » portent une face symbolisant un pays autre que la France (on
dira « face étrangere »).

1. Le propriétaire du magasin, collectionneur de monnaies, recherche
les pieces portant une face étrangere. Pour cela il préléve au hasard
et avec remise 20 pieces issues de la caisse « souvenirs ». On note X
la variable aléatoire qui associe a chaque prélevement le nombre de
pieces portant une face « étrangere ».

a. Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale ; déterminer les pa-
rametres de cette loi.

b. Calculerla probabilité qu’exactement 5 pieces parmi les 20 portent
une face étrangere.

c. Calculer la probabilité qu’au moins 2 pieces parmi les 20 portent
une face étrangere.

2. Les pieces de 1 € issues des deux caisses sont maintenant rassem-
blées dans un sac.

On préleve au hasard une piéce du sac.

On note S I’évenement « la piéce provient de la caisse souvenirs » et
E I'événement « la piece porte une face étrangere ».

a. Déterminer P(S), Ps(E) ; en déduire P(S n E).

b. Démontrer que la probabilité que la piéce porte une face étran-
gere est égale 2 0,16.

c. Sachant que cette piece porte une face étrangere, déterminer la
probabilité qu’elle provienne de la caisse « souvenirs ».

3. Dans la suite, la probabilité qu'une piece choisie au hasard dans le
sac porte une face étrangere est égale a 0,16.
Le collectionneur préleve n piéces (n entier supérieur ou égal a 2)
du sac au hasard et avec remise.
Calculer n pour que la probabilité qu’il obtienne au moins une piece
portant une face étrangere soit supérieure ou égale a 0,9.
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24. Amérique du Nord juin 2003

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples constitué de six ques-
tions : chacune comporte trois réponses, une et une seule tant exacte.

Les réponses a cet exercice sont a inscrire dans la feuille jointe en annexe,
page 5, en cochant pour chaque question la case correspondante a la ré-
ponse proposée.

Toute réponse ambigué sera considérée comme une absence de réponse.
Toute réponse exacte entraine une bonification, toute erreur est pénalisée.

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en années, d'un appareil mé-
nager avant la premiére panne. On peut modéliser cette situation par une
loi de probabilité p de durée de vie sans vieillissement, définie sur I'inter-
valle [0, +ool[. Ainsi, la probabilité d'un intervalle [0, [, notée p([0, £[), est
la probabilité que ’appareil ménager tombe en panne avant 'instant ¢.
t
Cette loi est telle que p([0, t[) = f Ae M dx, ou ¢ est un nombre réel
0

positif représentant le nombre d’années (loi exponentielle de parametre
A, avec A > 0).

1. Pour t >0, la valeur exacte de p([t, +ool) est :
a. l-e™ b eM ¢ 1+eM

2. Lavaleur de t pour laquelle on a p([0, t[) = p([¢, +oo[) est:
In2 b A A
a. T . E C. E
3. D’apres une étude statistique, la probabilité que I’appareil tombe en

panne avant la fin de la premiére année est 0,18. La valeur exacte de

A est alors :
50 41 In(82)
a. In[—] b. In[—] ec.
41 50 In(100)

4. Sachant que cet appareil n’a connu aucune panne au cours des deux
premiéres années apreés sa mise en service, la probabilité qu’il ne
connaisse aucune panne ’année suivante est :

a. p(1, +oo) b. p(3,+oc0)) c. p(2; 3]
Dans la suite de I'exercice on prendra A =0, 2.

5. Laprobabilité que I'appareil n’ait pas eu de panne au cours des trois
premiéres années, arrondie a 1074 pres, est :

a. 0,5523 b. 0,5488 c. 0,4512

6. Dixappareils neufs de ce type ont été mis en service en méme temps.
On désigne par X la variable alatoire égale au nombre d’appareils
qui n’ont pas de panne au cours des trois premieres années.

La valeur la plus proche de la probabilité de 'évenement « X =4 »
est:

a. 0,5555 b. 0,8022 c. 0,1607
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25. Antilles juin 2003

Une entreprise A est spécialisée dans la fabrication en série d'un article;
un controéle de qualité a montré que chaque article produit par I'entre-
prise A pouvait présenter deux types de défaut : un défaut de soudure
avec une probabilité égale a 0,03 et un défaut sur un composant électro-
nique avec une probabilité égale a 0,02. Le contrdle a montré aussi que
les deux défauts étaient indépendants. Un article est dit défectueux s'il
présente au moins I'un des deux défauts.

1. Montrer que la probabilité qu'un article fabriqué par I'entreprise A
soit défectueux est égale a 0,049 4.

2. Une grande surface recoit 800 articles de I'entreprise A. Soit X la va-
riable aléatoire qui a cet ensemble de 800 articles associe le nombre
d’articles défectueux.

a. Définirlaloide X.

b. Calculer|’espérance mathématique de X. Quel est le sens de ce
nombre ?

3. a. Un petit commercant passe une commande de 25 articles a
I’entreprise A.
Calculer, a 1073 pres, la probabilité qu’il y ait plus de 2 articles
défectueux dans sa commande.

b. Il veut que sur sa commande la probabilité d’avoir au moins un
article défectueux reste inférieure a 50 %. Déterminer la valeur
maximale du nombre n d’articles qu’il peut commander.

4. Lavariable aléatoire, qui a tout article fabriqué par I’entreprise asso-
cie sa durée de vie en jours, suit une loi exponentielle de parametre
0,000 7, c’est-a-dire de densité de probabilité la fonction f définie
sur [0; +oo[ par:

f(x) =0,0007e%0007x

Calculer la probabilité, a 1073 pres, qu'un tel article ait une durée de
vie comprise entre 700 et 1 000 jours.
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26. Centres étrangers juin 2003

Une entreprise d’autocars dessert une région montagneuse. En chemin,
les véhicules peuvent étre bloqués par des incidents extérieurs comme
des chutes de pierres, la présence de troupeaux sur la route, etc.

Un autocar part de son entrepdt. On note D la variable alatoire qui me-
sure la distance en kilometres que "autocar va parcourir jusqu’a ce qu'’il
survienne un incident. On admet que D suit une loi exponentielle de pa-

rametre A = 32 appelée aussi loi de durée de vie sans vieillissement.

On rappelle que la loi de probabilité est alors définie par :

A1 ;
D<A = —e 82 dx.
p( ) fo 82e x

Dans tout I’exercice, les résultats numériques seront arrondis au millime.
1. Calculer la probabilité que la distance parcourue sans incident soit :

a. comprise entre 50 et 100 km;;

b. supérieure 300 km.

2. Sachant que I'autocar a déja parcouru 350 kilometres sans incident,
quelle est la probabilité qu’il n’en subisse pas non plus au cours des
25 prochains kilometres ?

3. Détermination de la distance moyenne parcourue sans incident.

A1 .
a. Aumoyen d'une intégration par parties, calculer I(A) = f gxe_ 82dx
0
ou A est un nombre réel positif.

b. Calculer la limite de I(A) lorsque A tend vers +oo. (Cette limite
représente la distance moyenne cherchée).

4. Lentreprise posséde Ny autocars. Les distances parcourues par cha-
cun des autocars entre I'entrepot et le lieu ot survient un incident
sont des variables aléatoires deux deux indépendantes et de méme

1
loi exponentielle de parameétre A = 3
d tant un réel positif, on note X;la variable aléatoire égale au nombre
d’autocars n’ayant subi aucun incident apres avoir parcouru d kilo-
metres.

a. Montrer que X, suit une loi binomiale de parametres Ny et e ¢,

b. Donner le nombre moyen d’autocars n’ayant subi aucun inci-
dent apres avoir parcouru d kilometres.
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27. La Réunion juin 2003

Cet exercice comporte 3 questions indépendantes.

Une question comporte 4 affirmations repérées par les lettres a, b, c et d.

Aucune justification n’est demandée pour cet exercice.

Vous devez indiquer pour chacune d’elles si elle est vraie ou fausse.

Vous inscrirez en toutes lettres « VRAI » ou « FAUX » dans la case corres-
pondante du tableau donné en annexe a rendre avec la copie.

1.

Une urne contient 75 boules blanches et 25 boules noires. Lexpé-
rience élémentaire consiste a tirer une boule. Les boules ont toutes
la méme probabilité d’étre tirées. On effectue n tirages indépen-
dants et avec remise, n désignant un entier supérieur a 10. Soit X la
variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches
tirées.

1
a. X suit une loi binomiale de parametres n et n

1
b. P(X: 0) = ZW
c. P(X<5)=1-P(X>5)
d. E(X)=0,75n

Une maladie atteint 1 % d’'une population donnée.

Un test de dépistage de cette maladie a les caractéristiques suivantes :
 Chez les individus malades, 99 % des tests sont positifs et 1 % sont
négatifs.

¢ Chez les individus non malades, 98 % des tests sont négatifs (les
autres étant positifs).

Un individu est choisi au hasard dans cette population et on lui ap-
plique le test.

On note M I'évenement : I'individu est malade et T I'événement : le
test pratiqué est positif.

a. Py(T) + P(T) =1,01.
b. Pu(T) + P5(T) = P(T)
c. P(T)=2,97.1072

d. Sachant que le test est positif, il y a deux chances sur trois pour
que I'individu testé ne soit pas malade.

La durée d’attente en seconde de la caisse d'un supermarché est une
variable aléatoire Y qui suit la loi exponentielle de parametre 0,01.
Alors :

a. Ladensité de probabilité de Y estla fonction f définie sur [0 ; +ool
par: f(t) = e 001t

b. Pour tout réel ¢ positif, P(Y < ) =1 —e 001¢
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c. La probabilité d’attendre moins de 3 minutes a cette caisse est,
a 0,01 pres, égale a 0,16.

d. Il ya plus d'une chance sur deux que I'attente a cette caisse soit
supérieure a une minute.
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28. Liban juin 2003

Une urne contient quatre boules noires et deux boules blanches.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On répete n fois I'épreuve
qui consiste a tirer une boule puis la remettre dans I'urne; on suppose
que toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées et que les ti-
rages sont indépendants.

On note pj,, la probabilité de tirer exactement une boule blanche lors des
n— 1 premiers tirages et une boule blanche lors du n-iéme tirage.
1. Calculer les probabilités p», ps3 et py.

2. On considere les évéenements suivants :
B;, : « On tire une boule blanche lors du n-iéme tirage »,
U, : « On tire une boule blanche et une seule lors des n — 1 premiers

tirages ».
a. Calculer la probabilité de I’évenement B,,.
b. Exprimer la probabilit de I'événement U,, en fonction de n.

c. En déduire I'expression de p, en fonction de n et vérifier I'éga-
lité :

3. Onpose: S, =pr+ps+---+ py.

a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supé-
rieurouégala2,ona:

b. Déterminer la limite de la suite (S;,).
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29. Polynésie juin 2003

Partie A
Dans I'espace muni d'un repere orthonormal (O, 1,7,k ), on consi-
dere les points A, B, C et D de coordonnées respectives :

A(0;0;3),B(2v2;0; -1), C(-v2;-v6;-1), D(-V2; v6;-1).

1. Démontrer que ABCD est un tétraedre régulier, c’est-a-dire un tétra-
édre dont toutes les arétes sont de méme longueur.

2. OnnoteR, S, T et U les milieux respectifs des arétes [AC], [AD], [BD]
et [BC]; démontrer que RSTU est un parallélogramme de centre O.

3. Ce parallélogramme a-t-il des propriétés supplémentaires ? Expli-

quer.
A

Partie B

On dispose de trois tétraedres identiques au précédent, parfaitement équi-
librés. Chacun d’eux a une face peinte en bleu, une face peinte en jaune
et deux faces peintes en rouge.

On lance les trois tétraedres simultanément (on remarquera que, lors-
qu’'on lance un tel tétraedre, une seule face est cachée et trois faces sont
visibles).

1. Calculer la probabilité pour qu’au moins trois faces rouges soient
visibles sur les trois tétraédres.

2. Calculer la probabilité pour que la couleur bleue ne soit visible sur
aucun tétraedre.

3. Calculer la probabilité de I'évenement E « les six faces rouges sont
visibles ».

4. On répete n fois 'expérience qui consiste a lancer les trois tétra-
edres.

Calculer la probabilité p, pour que I'événement E soit réalisé au
moins une fois.

Calculer nl_lgl()() Pn.
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30. Nouvelle-Calédonie mars 2003

Une société de maintenance de photocopieurs désire optimiser ses pres-
tations au niveau des entreprises, afin de proposer un abonnement adapté
a ses services.

On note, pour n entier naturel non nul, I, I'événement « La société inter-
vient durant le n-ieme mois qui suit I'installation d'un photocopieur » et
pn = p(I) la probabilité de I'évenement I,,.

Le bureau d’étude a mis en évidence les résultats suivants pour une en-
treprise déterminée :

e p(I;)=p1=0,75.

e Sachant qu’i! y a eu une intervention durant le n-iéme mois qui suit

I'installation d'un photocopieur, la probabilité d'intervention le mois sui-
vant est égale a 0,04.

e Sachant qu’il n'y a pas eu d’intervention durant le n-ieme mois qui
suit I'installation d'un photocopieur, la probabilité d’intervention le mois
suivant est égale a 0, 64.

On rappelle que A est 'événement contraire de I’événement A et que
ps(A) estla probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé.

PARTIE 1
1. Préciser pr, (In+1) et pE(InH) puis calculer p (I,+1 N 1,)etp (In+1 mI_n)
en fonctionde p,, (neN*).
2. En déduire p,+; = -0,6p, +0,64.

3. On considere la suite (g,) définie sur N* par: g, = p, — 0, 4.

a. Démontrer que (g,) est une suite géométrique.
b. En déduire g, puis p, en fonction de n.

c. Donner une valeur approchée de pg a2 1073 prés par exces.
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31. Amérique du Sud décembre 2002

Une urne A contient une boule rouge et trois boules vertes. Une urne B
contient deux boules rouges et deux boules noires. Les boules sont indis-
cernables au toucher.

1. On dispose d'un dé a 6 faces, parfaitement équilibré, numéroté de
1a6.0nlelance une fois; si 'on obtient un multiple de 3, on tire au
hasard une boule de I'urne A, sinon on tire au hasard une boule de
I'urne B.

a. Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire.

b. Quelle est la couleur qui a la plus grande probabilité de sortir ?

c. Quelle est la probabilité que la boule tirée provienne de 'urne
B sachant qu’elle est rouge ?

2. On réunit toutes les boules dans une seule urne et on tire successi-
vement trois boules que I’'on pose chaque fois devant I'urne.

a. Montrer que la probabilité de I'événement «la 3° boule tirée est

1
noire » vaut Z

b. Certains pensent que I’'évenement « la premiere boule tirée est
noire » a une probabilité supérieure aI’évenement «la troisieme
boule tirée est noire ». Est-ce vrai ? Justifier.
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32. Nouvelle-Calédonie novembre 2002

Un jeu consiste a tirer simultanément trois boules d’'une urne contenant
six boules blanches et quatre boules rouges.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

Si les trois boules tirées sont rouges, le joueur gagne 100 €; si exactement
deux boules tirées sont rouges, il gagne 15 € et si une seule est rouge il
gagne 4 €. Dans tous les autre cas, il ne gagne rien.

Soit X la variable alatoire qui prend pour valeurs le gain en euros du
joueur lors d'un jeu.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

2. Pour un jeu, la mise est de 10 €. Le jeu est-il favorable au joueur,
c'est-a-dire 'espérance mathématiques est-elle strictement supé-
rieurea 10?

3. Pour l'organisateur, le jeu ne s’avérant pas suffisamment rentable,
celui-ci envisage deux solutions:

- soit augmenter la mise de 1 €, donc passera 11 €,

- soit diminuer chaque gain de 1 €, c’est-a-dire ne gagner que 99 €,
14 € ou3 €.

Quelle est la solution la plus rentable pour I'organisateur ?
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33. France septembre 2002

Un carré de co6té 20 cm est partagé se-
lon les 10 zones suivantes :

- un disque D de rayon 1 cm,

- 8 secteurs Sy, Sy, ..., Sg de méme aire
délimités par les frontieres du disque D S3 Sz

et du disque D’ de méme centre et de S, S,
rayon 9 cm,

- une zone R entre le disque D’ et le
bord du carré.

On place un point aléatoirement dans Se S,
le carré. La probabilité de placer le
point dans une zone quelconque du
carré est proportionnelle a l'aire de
cette zone.

Ss Sg

1. a. Déterminer la probabilité p(D) pour que le point soit placé dans
le disque D.

b. Déterminer la probabilité p(S;) pour que le point soit placé dans
le secteur S;.

2. Pour cette question 2., on utilisera les valeurs approchées suivantes :
p(D) =0,008 et pour tout kappartenanta{l;2;3;4;5;6;7; 8}, p(Sx) =
0,0785.

A cette situation aléatoire est associé le jeu suivant :

- un point placé dans le disque D fait gagner 10 euros;

- un point placé dans le secteur S fait gagner k euros pour tout k
appartenanta{l; 2;3;4;5;6;7; 8};

- un point placé dans la zone R fait perdre 4 euros.

On note X la variable alatoire égale au gain algébrique obtenu.

a. Calculer la probabilité p(R) pour que le point soit placé dans la
zone R.

Calculer I'espérance de X.
b. On joue deux fois de suite. On a donc placé deux points de ma-

niere indépendante dans le carré. Calculer la probabilité d’ob-
tenir un gain total positif ou nul.

c. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a deux. On joue 7 fois
de suite. On a donc placé n points de maniére indépendante
dans le carré.

Calculer la probabilité p,, d’obtenir au moins un point placé
dans le disque D.

Déterminer la plus petite valeur de n tel que p, > 0,9.
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34. Amérique du Nord juin 2002

Cet exercice comporte deux parties qui peuvent étre traitées de maniere
indépendante.

Partie I

1. Dans un questionnaire a choix multiple (Q.C.M.), pour une question
donnée, 3 réponses sont proposées dont une seule est exacte.
Un candidat décide de répondre au hasard a cette question.
La réponse exacte rapporte n point(s) et une réponse fausse fait
perdre p point(s).
Soit N la variable aléatoire qui associe, a la réponse donnée par le
candidat, la note algébrique qui lui sera attribuée pour cette ques-
tion.

a. Donner la loi de probabilité de N.

b. Quelle relation doit exister entre n et p pour que I'espérance
matématique de N soit nulle ?

2. A un concours un candidat doit répondre a un Q.C.M. de 4 ques-
tions comportant chacune trois propositions de réponse dont une
seule est exacte. On suppose qu’il répond a chaque question, au ha-
sard. Calculer la probabilité qu’il réponde correctement a 3 ques-
tions exactement (donner cette probabilité sous forme de fraction
irréductible puis sa valeur arrondie au centieme).

Partie II
Répondre au Q.C.M. proposé sur la feuille annexe (a rendre avecla copie).

Document a rendre avec la copie

Pour chaque question, une seule réponse est exacte. Il est seulement de-
mandé d’entourer la réponse choisie pour chacune des quatre questions.
Labsence de réponse a une question ne sera pas pénalisée.

a. On dispose de dix jetons numérotés de 1 a 10 et on en extrait simulta-
nément trois pour former un « paquet ». Combien de « paquets » conte-
nant au moins un jeton ayant un numeéro pair peut-on ainsi former ?

Réponse 1 : Réponse 2 : Réponse 3 :

180 330 110
b. A et B sont deux évenements d'un espace probabilisé tels que :

p(A)=0,4 pB)=0,5 p(AUB)=0,35.

Combien vaut p(AnB)?

Réponse 1 : Réponse 2 : Réponse 3 :
p(AnB)=0,1 | p(AnB)=0,25 Les données sont
insuffisantes pour répondre.
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c. A et B sont deux événements d'un espace probabilisé tels que

1
p(BNnA) = 5 pa(B) = 0,25 (probabilité conditionnelle de B sachant que
A est réalisé). Combien vaut p(A) ?

Réponse 1: Réponse 2 : Réponse 3 :
A 2 A ! A !
P()—g P()—ﬂ P()—E
d. Une variable aléatoire X a pour loi de probabilité :
X; 1 2 4
1 1 1
, g Pil 5 1 411
Combien vaut I'écart type de X?
Réponse 1: Réponse 2 : Réponse 3 :
3 3
o=-— o=1\/— o=2
2 2
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35. Antilles juin 2002

Pour entretenir en bon état de fonctionnement le chauffage, une société
immobiliere fait controler les chaudieres de son parc de logements pen-
dant I’été. On sait que 20 % des chaudieres sont sous garantie.

Parmi les chaudieres sous garantie, la probabilité qu'une chaudiere soit

1

défectueuse est de —.
100

Parmi les chaudieres qui ne sont plus sous garantie, la probabilité qu'une
1
chaudiere soit défectueuse est de o

On appelle G I'événement suivant : « la chaudiere est sous garantie ».

1. Calculer la probabilité des évenement suivants :
A': «la chaudiere est garantie et est défectueuse »;
B : «la chaudiere est défectueuse ».

2. Dansunlogementla chaudiére est défectueuse. Montrer que la pro-

1
babilité qu’elle soit sous garantie est de T

3. Le controle est gratuit si la chaudiere est sous garantie. Il cotite 80
euros sila chaudiére n’est plus sous garantie et n’est pas défectueuse.
Il cotite 280 euros si la chaudiere n’est plus sous garantie et est dé-
fectueuse. On note X la variable aléatoire qui représente le cotit du
controle d'une chaudiére. Déterminer la loi de probabilité de X et
son espérance mathématique.

4. Au cours de la période de controle, on a trouvé 5 chaudieres défec-
tueuses. Quelle est la probabilité qu’au moins I'une d’entre elles soit
sous garantie ?
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36. Asie juin 2002

Amélie est en vacances dans une tres grande métropole. Elle doit traver-
ser cette ville en suivant 'avenue principale, qui est jalonnée de nom-
breux feux tricolores.

Pour tout entier naturel n > 1, on note E,, I'évéenement « Amélie est arré-
tée par le n-iéme feu rouge ou orange » et E;;, 'événement contraire. Le
feu orange est considéré comme un feu rouge.

Soit p,, la probabilité de E,, et g, celle de E,,. La probabilité que le premier

1
feu tricolore soit rouge ou orange vaut —.

On suppose que les deux conditions suivantes sont réalisées :

« la probabilité que le n + 1-ieme feu tricolore soit rouge ou orange, sile

1
n-ieme feu est rouge ou orange, vaut 20

« la probabilité que le n + 1-ieme feu tricolore soit rouge ou orange, sile

n-ieme feu est vert, est égale a 0°

1. On s’intéresse, tout d’abord, aux deux premiers feux tricolores.

a. Recopier et compléter ’arbre pondéré ci-dessous.

rouge ou orange

rouge ou orange

1¢* feu 2¢ feu

b. On note X la variable aléatoire égale au nombre de feux verts
parmi ces deux feux tricolores. Déterminer la loi de probabilité
de X.

c. Calculer I'espérance mathématique de X.

2. On se place maintenant dans le cas général.
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a. Donner les probabilités conditionnelles pg, (Ej+1) et Vg, (Ejs1).

b. En remarquant que E;;; = (E;4+1 NE,) U (En+1 nEn), montrer
que, pour tout n > 1,

1 9
= —pn+—qn.
Pn+1 Zopn 2067;1
c. En déduire 'expression de p,+; en fonction de p,,.
3. Soit la suite (#;) de nombres réels définie pour tout entier naturel
nz1paru,=28p,—9.

a. Montrer que (u,) est une suite géométrique et déterminer sa
raison k.
b. Exprimer u,, puis p, en fonction de n.

c. Déterminer lalimite, si elle existe, de p,, quand n tend vers +oco
. Donner une interprétation de ce résultat.
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37. France juin 2002

1. Une urne contient quatre jetons numérotés de 1 a 4.

On tire au hasard un jeton de 'urne, on lit le numéro, noté a, porté
sur le jeton puis on remet le jeton tiré dans I'urne. On tire ensuite un
deuxiéme jeton de I'urne et on note b le numéro du jeton tiré.

Soit (O, 1, ], k) un repere orthonormal de I'’espace. On considére
les vecteurs U et V' de coordonnées respectives (a, =5, 1 —a) et
(1+b, 1, b).

Montrer que la probabilité que ces vecteurs soient orthogonaux est

égale a —.
& 4

2. Deux personnes A et B jouent au jeu suivant, constitué d'un certain
nombre de parties identiques décrites ci-apres : au cours d'une par-
tie, chaque joueur effectue le tirage de deux jetons décrit dans la
premiere question.

Si A obtient des vecteurs orthogonaux et B des vecteurs non ortho-
gonaux, A est déclaré vainqueur, le jeu s’arréte.

Si A obtient des vecteurs non orthogonaux et B des vecteurs ortho-
gonaux, B est déclaré vainqueur et le jeu s’arréte.

Dans les autres cas, les joueurs entreprennent une nouvelle partie;
le jeu continue.

Pour tout entier n, on désigne par :

A, 1'événement : « A gagne la n-iéme partie »,

B, 'évenement : « B gagne la n-ieme partie »,

Cp I'évenement : « le jeu continue apres la n-ieme partie »

a. Calculer les probabilités p(A;), p(By) et p(Cy).

b. Exprimer p(C,+1) en fonction de p(C;) et montrer que p(Cj) =

5 n
E
Exprimer p(A,+1) en fonction de p(C,, et en déduire que p(A;) =
3 (5 n-1
16 g)

3. a. Déterminer lalimite de p(A,) quand n tend vers +oo.

b. Déterminer le plus petit entier n tel que p(A,) soit inférieur ou
égal a 0,01.
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38. La Réunion juin 2002

Dans un lot de 100 pieces de monnaie toutes de méme apparence, ont
été mélangées 60 pieces équilibrées et 40 pieces truquées.
La probabilité d’apparition de « PILE » lors d’un jet d'une piéce truquée

3
est —.

La probabilité d’apparition de « PILE » lors d'un jet d'une piece équilibrée

1
est —.
2

On suppose que les différents lancers dont il sera question dans la suite
sont indépendants les uns des autres.

La probabilité d'un évenement A est notée p(A). On désigne par A léve-
nement contraire de A.

La probabilité conditionnelle de A sachant que I'évenement B est réalisé
est notée p(A/B).

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

1. On prend une piece au hasard et on la lance :
soit T I’évenement : « la piéce est truquée »,
soit P 'évenement : « on obtient PILE » .

a. Calculer la probabilité d’obtenir « Pile » (on pourra s’aider d'un
arbre).

b. Quelle est la probabilité que la piece soit truquée sachant que
I'on a obtenu « PILE » ?

2. On prend une piece au hasard et on la lance quatre fois.
si au cours des quatre lancers on obtient quatre fois « Pile », on dé-
cide d’éliminer la piéce,
dans le cas contraire, on décide de conserver la piece.
On note E I'évenement « la piece est éliminée ».

a. Quelle estla probabilité que la piéce soit éliminée sachant qu’elle
est équilibrée ?

b. Quelle estla probabilité que la piéce soit conservée sachant qu’elle
est truquée?

c. Quelle est la probabilité d’avoir pris une piece équilibrée et de
I’avoir éliminée ou d’avoir pris une piece truquée et de 1'avoir
conservée?
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39. Polynésie juin 2002

On dispose d'une grille a troislignesettrois A B (C
colonnes. Une machine M; place au hasard
un jeton dans une case de la grille, puis une
machine M, place de méme un jeton sur la 2
grille dans une case libre et enfin une troi-
sieme machine M3 place un jeton dans une
case libre.

On note les événements suivants :

e H: « Les trois jetons sont alignés horizontalement » ;

» V: « Les trois jetons sont alignés verticalement » ;

e D: « Les trois jetons sont alignés en diagonale »;

» N : « Les trois jetons ne sont pas alignés ».

Les nombres demandés seront donnés sous forme de fraction irréductible.

1. Calculer les probabilités des trois évenements H, V et D.

19
En déduire que la probabilité de N est égale a oT

2. On considere la variable aléatoire X définie par:
e X =20, lorsque H ou V est réalisé;
e X = a, lorsque D est réalisé ;
e X =-2,lorsque N est réalisé.
Déterminer a pour que I'espérance de X soit nulle.
3. Dans cette question, on se place dans le cas ou la machine M; est

déréglée; elle place alors le premier jeton dans I'un des coins de la
grille.

On note A I'évenement : « la machine M, est déréglée ».
a. Calculerla probabilité d’avoir un alignement horizontal c’est-a-

dire pa(H), puis de méme, d’avoir un alignement vertical px (V),
d’avoir un alignement en diagonale pa (D).

b. En déduire que la probabilité d’avoir un alignement horizontal
ou vertical ou diagonal, est égale a Ty
4. A désigne 'évenement « les trois jetons sont alignés horizontale-

1
ment ou verticalement ou en diagonale ». On admet que p(A) = 5
Reproduire et compléter I'arbre pondéré suivant en précisant les

cinq probabilités correspondantes :

1 /A
= A

5
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40. Pondichéry juin 2002

Partie A

Une urne contient n boules blanches (n € N et n > 2), 5 boules rouges et
3 boules vertes.

On tire simultanément et au hasard deux boules de I'urne .

1. Quelle est la probabilité de tirer deux boules blanches ?

2. On note p(n) la probabilité de tirer deux boules de méme couleur.

n—n+26

(n+8)(n+7)
b. Calculer nlirP p(n). Interpréter ce résultat.
—+00

a. Montrer que p(n) =

Partie B
Pour les questions suivantes n = 4.

1. Calculer p(4).
2. Un tirage consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules
de l'urne.

Un joueur effectue deux tirages indépendants, en remettant dans
I'urne avant le second tirage les deux boules tirées la premiere fois.
Il mise au départ la somme de 30 euros.

Pour chaque tirage :
- si les deux boules sont de méme couleur, il recoit alors 40 euros,
- si elles sont de couleurs différentes, il recoit alors 5 euros.
On appelle gain du joueur la différence, a I'issue des deux tirages,
entre la somme recue par le joueur et sa mise initiale (ce gain peut
étre positif ou négatif).
On désigne par X la variable aléatoire égale au gain du joueur.
a. Quelles sont les valeurs prises par X ?
b. Déterminer la loi de probabilité de X.

c. Calculerl'espérance de X.
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41. Amérique du Sud décembre 2001

On considere ’ensemble E={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Avec deux chiffres disfincts x et y de E on crée un unique domino simple

noté indifféremment| x | y ‘ou‘ y x |

Avec un chiffre zde E, on forme un unique domino doublenoté| z | z |

1. Montrer que I'on peut ainsi créer 36 dominos.
2. On tire au hasard un domino.
a. Quelle estla probabilité d’obtenir un domino constitué de chiffres
pairs?
b. Quelle est la probabilité d’obtenir un domino dont la somme

des chiffres est paire ?

3. On tire au hasard et simultanément deux dominos.

Un éleve affirme : « la probabilité d’obtenir un domino double et un
domino simple dont 'un des chiffres est celui du domino double est

égale a e

Son affirmation est-elle vraie ou fausse ? (La réponse sera justifiée).
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42, Antilles septembre 2001

Soit m un nombre réel et f la fonction définie sur R par :

f(x) msinx pour x€ [0; 7]
fx) = 0 sinon.

1. Déterminer le réel m tel que f soit une densité de probabilité.

2. Représenter f dans un repere orthonormé.

3. Soit X une variable aléatoire dont f est une densité de probabilité.

Définir la fonction de répartition de X puis représenter graphique-
ment F dans un repere orthonormé.

b4 3
4. Calculer la probabilité p (Z <X I)

5. Calculer les probabilités p(X > 0) et p(X < 0).
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43. Antilles juin 2001

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

Un joueur achete 10 euros un billet permettant de participer a un jeu
constitué d'un grattage suivi d'une loterie.

Il gratte une case sur le billet. Il peut alors gagner 100 euros avec une pro-

1
babilité de — ou bien ne rien gagner.

G désigne I’événement : « Le joueur gagne au grattage ».

Il participe ensuite a une loterie avec le méme billet. A cette loterie, il peut
gagner 100 euros, ou 200 euros, ou bien ne rien gagner.

L; désigne I'événement « Le joueur gagne 100 euros a la loterie ».

L, désigne I'’événement « Le joueur gagne 200 euros a la loterie ».

P désigne ’événement : « Le joueur ne gagne rien a la loterie ».

Sile joueur n’arien gagné au grattage, la probabilité qu’il gagne 100 euros

a la loterie est % , et la probabilité qu’il gagne 200 euros a la loterie est
1
290°
1. a. Faire un arbre sur lequel on indiquera les renseignements qui
précedent.

b. Calculer la probabilité que le joueur ne gagne rien a la loterie,
sachant qu'’il n’a rien gagné au grattage. Compléter ’arbre ob-
tenu avec cette valeur.

c. Au bout de chaque branche, indiquer le gain algébrique total
du joueur, apres grattage et loterie, déduction faite du prix du
billet.

2. Onnote Xlavariable aléatoire qui représente le gain algébrique total
du joueur, apres grattage et loterie, déduction faite du prix du billet.

2
La probabilité de I’événement « X = 90 » est 125

1
La probabilité de I'événement « X = 190 » est 750"

a. Montrer que la probabilité que le joueur gagne 100 euros a la
loterie, sachant qu’il a gagné 100 euros au grattage, est égale
1

a—.
10
b. Calculer la probabilité que le joueur ne gagne rien a la loterie,
sachant qu’il a gagné 100 euros au grattage.

c. Déterminer la loi de probabilité de X.
Calculer I'espérance de X.
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44. Asie juin 2001

Pour rejoindre le sommet S d’'une montagne des Alpes a partir d'un point
de départ D, les randonneurs ont la possibilité d’emprunter plusieurs
parcours. La course n’étant pas faisable en une journée, ils doivent pas-
ser une nuit dans I'un des deux refuges se trouvant a la méme altitude de
1400 metres sur les parcours existants ; les deux refuges ne sont pas situés
au méme endroit. On les appelle R; et Ro.

Lelendemain matin, pour atteindre le sommet qui se trouve a 2500 metres
d’altitude, ils ont deux possibilités : ils peuvent atteindre le sommet en

faisant une halte au refuge Rs, ou atteindre le sommet directement.
La probabilité que les randonneurs

choisissent de passer par R; est

égale a —.
La probabilité de monter directe-

ment au sommet en partant de R;

3
est égale a —.
& 4

La probabilité de monter directe-
ment au sommet en partant de Ry

est égale a 3

1. Tracer un arbre pondéré représentant tous les trajets possibles du
départ D jusqu’au sommet S.

2. Déterminer la probabilité de chacun des évenements suivants :
E; : « Les randonneurs ont fait une halte au refuge Rs sachant qu'’ils
ont passé la nuit au refuge R; »;
E, « Les randonneurs ont fait une halte au refuge R3 »;
E3 « Les randonneurs ont passé la nuit au refuge R; sachant qu'’ils
ont fait une halte au refuge Rs »;
E4 « Les randonneurs ont passé la nuit au refuge R, sachant que, le
deuxiéme jour, ils sont montés directement au sommet S ».

3. On note d(M, N) la distance, en km, a parcourir pour se rendre du
point M au point N.
Ondonned(D,R;)=5; d(D,Ry)=4; d(Ry, R3) =4; d(Ry, R3)=4,5;
dRs3,S)=2; dRy, S)=5,5; d(Ry, S)=6.
Soit X la variable aléatoire qui représente la distance parcourue par
les randonneurs pour aller du départ D au sommet S.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer’espérance mathématique de X.
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45. Centres étrangers juin 2001

Le directeur d'un musée, dont le plan est fourni ci-dessous, organise une
exposition.

Afin de prévoir la fréquentation des salles, il décide d'imaginer le par-
cours d'un visiteur, pris au hasard, en faisant les hypotheses suivantes :
 Le visiteur passe au hasard d'une salle a une salle voisine.

e Pour sortir d'une salle, il franchit de maniere équiprobable n'importe
quelle autre porte que celle qu’il a utilisée pour entrer.

Dans le parcours du visiteur, le directeur ne s'intéresse qu’aux quatre pre-
mieres salles traversées, I’entrée E étant comprise dans celles-ci. Un tra-
jet par ces quatre premieres salles est codé par un mot de quatre lettres,
commencant par la lettre E. Par exemple :

« Si le visiteur passe successivement par les salles E, B, D, E on codera
son trajet par le mot EBDE

 Le trajet codé EBDB est impossible avec les hypothéses choisies.

F n G
T
] [ ] [
D p A np
] [ ] [ ] [
UEntrée U
B . C

1. On considére un visiteur, pris au hasard, devant effectuer un trajet
selon les hypotheses précédentes.

a. Construire I'arbre pondéré des différents trajets possibles pour
ce visiteur.

1
b. Montrer que la probabilité du parcours codé EBDF est 3

c. Déterminer la probabilité p; de I'évenement : « La quatrieme
salle du trajet est F ».

d. Pour des raisons techniques, le directeur installe les ceuvres les
plus intéressantes dans la salle T. Déterminer la probabilité p,
de I'évenement « Le trajet passe par la salle T ».

2. Le directeur imagine dix visiteurs pris au hasard, effectuant chacun
un trajet, de maniere indépendante et selon les hypotheses précé-
dentes. On appelle X la variable aléatoire qui, aux dix visiteurs, asso-
cie le nombre de leurs trajets passant par la salle T.
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a. Calculer la probabilité de I'évenement (X = 1).

b. Calculer la probabilité que deux visiteurs au moins passent par
la salle T. (Donner le résultat arrondi au millieme.)

c. Ledirecteur décide d’obliger les visiteurs a se diriger, aprées I’en-
trée, vers la salle A, les hypotheses précédentes demeurant pour
la suite des trajets. Il pense ainsi augmenter la probabilité que
deux visiteurs au moins, sur les dix, passent par la salle T.
Prouver qu’il a tort.
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46. France juin 2001

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, E, 7) [unité
graphique: 6 cm].

/4
On considere la suite (a;) de nombres réels définie par oy = 3 et, pour
. 57[ .
tout entier naturel n, a,+1 = @, + — . Pour tout entier naturel n, on ap-

pelle M, le point du cercle € de centre O et de rayon 1 tel que 'angle

u, OM, ) ait pour mesure a .

1. Placer les douze points My, M;, My, ---, My;.

2. On appelle z, I'affixe de M,,. Montrer que, pour tout entier naturel
(T Snm
n,onalégalité: z, = el +3).

3. a. Montrer, pour tout entier naturel n, les propriétés suivantes :
* les points M,, et M,,;¢ sont diamétralement opposés;
» les points M,, et M,,;12 sont confondus.

b. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a I'égalité z,.4 =

2in

e 3 z,.
En déduire que la distance M,,M,,,4 vaut v/3 puis que le triangle
M, M;,+4M; g, est équilatéral.

On admettra que tous les triangles équilatéraux ayant pour som-
mets des points M, sont de la forme M, M4 M,,s.

4. Douze cartons indiscernables au toucher, marqués My, M;, My, -+, M,
sont disposés dans une urne. On tire au hasard et simultanément
trois cartons de l'urne. Calculer la probabilité d’obtenir les trois som-
mets d’'un triangle équilatéral.
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47. Liban juin 2001

Dans un village de montagne deux familles A et B disposent de cinq cir-
cuits balisés de promenades ¢y, ci, 2, ¢3, €4, Cs.

Partie A
Chaque matin, chacune des familles tire au hasard, indépendamment
I'une de 'autre, un des cing circuits.

1.

2.

Combien y-a-t-il de tirages possibles pour I’ensemble des deux fa-
milles ?

Quelle est la probabilité pour qu’elles fassent le méme jour, le méme
circuit?

Quelle est la probabilité pour que pendant n jours consécutifs, elles
ne se trouvent janais sur le méme circuit ?

Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle la probabilité de
se trouver au moins une fois sur le méme circuit est supérieure ou
égale a 0,9.

Partie B

On considere dans cette partie deux jours consécutifs. Le deuxiéme jour
chaque famille élimine de son tirage le circuit qu’elle a fait 1a veille. Il reste
donc quatre circuits pour ciacune des deux familles.

On note:

El'événement « les deux familles font le méme circuit le premier jour ».
FI'évéenement « les deux familles font le méme circuit le deuxiéme jour ».
Calculer les probabilités suivantes :

P(E), P(E/E), P(E/E) puis P(F N E) et P(F NE).

En déduire P(F).
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48. Polynésie juin 2001

1 gros rouge et 3 petits rouges
Une boite contient 8 cubes : 2 gros verts et 1 petit vert
1 petit jaune
Un enfant choisit au hasard et simultanément 3 cubes de la boite (on ad-
mettra que la probabilité de tirer un cube donné est indépendante de sa
taille et de sa couleur).
Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

1. On note Al'évenement : « obtenir des cubes de couleurs différentes
» et Bl’évenement : « obtenir au plus un petit cube ».

a. Calculer la probabilité de A.

2
b. Vérifier que la probabilité de B est égale a =

2. SoitXla variable aléatoire donnantle nombre de petits cubes rouges

tirés par 'enfant.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Calculer’espérance mathématique de X.

3. Lenfant répéte n fois I"épreuve « tirer simultanément trois cubes de
la boite », en remettant dans la boite les cubes tirés avant de procé-
der au tirage suivant. Les tirages sont indépendants. On note P, la
probabilité que I’évenement B soit réalisé au moins une fois.

a. Déterminer P, en fonction de n.

b. Déterminer le plus petit entier n tel que P,, > 0,99.
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49. Amérique du Sud novembre 2000

Un sac contient trois boules numérotées respectivement 0, 1 et 2, indis-
cernables au toucher.

On tire une boule du sac, on note son numéro x et on la remet dans le
sac, puis on tire une seconde boule, on note son numéro y et on la remet
dans le sac.

Toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées.

A chaque tirage de deux boules, on associe dans le plan, muni d’'un repere

orthonormal (O, T, 7), le point M de coordonnées (x; y).

On désigne par D le disque de centre O et de rayon 1,7.
Les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible.

1. Placer dans le plan muni du repére (O; 7, ) les points correspon-
dant aux différents résultats possibles.

2. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A « Le point M est sur I'axe des abscisses »;
B « Le point M appartient au cercle de centre O et de rayon 1 ».

3. a. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de deux boules,
associe la somme x? + y?. Déterminer la loi de probabilité de
la variable aléatoire X. Calculer son espérance mathématique
E(X).

b. Montrer que la probabilité de I'’évenement « le point M appar-

4
tient au disque D » est égale a g

4. On tire 5 fois de suite, de facon indépendante, deux boules succes-
sivement et avec remise. On obtient ainsi 5 points du plan.
Quelle est la probabilité de I'évenement suivant :
C : « Au moins un de ces points appartient au disque D »?

5. On renouvelle 7 fois de suite, de facon indépendante, le tirage de
deux boules successivement et avec remise. On obtient ainsi n points
du plan.

Déterminer le plus petit entier n strictement positif tel que la pro-
babilité de I'évenement « au moins un de ces points appartienta D
» soit supérieure ou égale a 0,9999.
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50. Antilles septembre 2000

1. Une fourmi se déplace sur les arétes de la pyramide ABCDS. Depuis
un sommet quelconque, elle se dirige au hasard (on suppose qu’il y
a équiprobabilité) vers un sommet voisin ; on dit qu’elle « fait un pas

».

a. La fourmi se trouve en A.
Apres avoir fait deux pas, quelle
est la probabilité qu’elle soit :
eenA?

eenB?

een(C?

eenD?

b. Pour tout nombre entier na-
turel n strictement positif, on
note:

S, 'événement « la fourmi est
au sommet S apres n pas », et
pn la probabilité de cet évene-
ment.

Donner p;.
En remarquant que S;+1 = S;+1 NS;, montrer que

1
Pn+1 = _(1 - pn)

3
2. On considere la suite (p,), définie pour tout nombre entier 7 stricte-
1
. pr = 3
ment positif par : 3

1 .
Pn+1 = 5(1 - pn)
a. Montrer par récurrence que, pout tout entier naturel » strictement

itif 1 1 1 "
tif, =—|(1=-|=-—= .
positii, ona py, 2 3

b. Déterminer lim p,.
n—+oo
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51. France septembre 2000

Les résultats seront donnés a 1073 prés.

Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone une en-
queéte sur la qualité de ses produits. Chaque enquéteur a une liste de per-
sonnes a contacter.

Lors du premier appel téléphonique, la probabilité pour que le corres-
pondant soit absent est 0,4. Sachant que le correspondant est présent, la
probabilité pour qu’il accepte de répondre au questionnaire est 0,2.

1. Onnote:
¢ A; 'événement « la personne est absente lors du premier appel »;

¢ Ry I'événement « la personne accepte de répondre au question-
naire lors du premier appel ».
Quelle est la probabilité de R; ?

2. Lorsqu'une personne est absente lors du premier appel, on lui té-
léphone une seconde fois, a une heure différente, et, alors, la pro-
babilité pour qu’elle soit absente est 0,3. Et, sachant qu’elle est pré-
sente lors du second appel, la probabilité pour qu’elle accepte de
répondre au questionnaire est encore 0,2.

Si une personne est absente lors du second appel, on ne tente plus
de la contacter.

On note:

A, I'événement « la personne est absente lors du second appel »;

R, I'événement « la personne accepte de répondre au questionnaire
lors du second appel »;

R I’évenement « la personne accepte de répondre au questionnaire
».

Montrer que la probabilité de R est 0,176. (On pourra utiliser un
arbre).

3. Sachant qu'une personne a accepté de répondre au questionnaire,
quelle est la probabilité pour que la réponse ait eu lieu lors du pre-
mier appel ?

4. On suppose que les sondages aupres des personnes d’'une méme
liste sont indépendants. Un enquéteur a une liste de 20 personnes

a contacter. Quelle est la probabilité pour qu'une au moins des 20
personnes de la liste accepte de répondre au questionnaire ?
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52. Polynésie septembre 2000

On dispose d'un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On
désigne par py la probabilité d’obtenir, lors d'un lancer, la face numéro-
tée k (k estun entieret 1 < k <6).

Ce dé a été pipé de telle sorte que :

« les six faces ne sont pas équiprobables,

e les nombres p;, p2, p3, ps, Ps, Pe, dans cet ordre, sont six termes
consécutifs d'une suite arithmétique de raison r,

e les nombres p;, p2, ps dans cet ordre, sont trois termes consécutifs
d’'une suite géométrique.

k
1. Démontrer que : py = 51 pour tout entier k tel que 1 < k < 6.

2. On lance ce dé une fois et on considere les évenements suivants :
A: «le nombre obtenu est pair »
B : «le nombre obtenu est supérieur ou égal a 3 »
C: «le nombre obtenu est 3 ou 4 ».

a. Calculer la probabilité de chacun de ces événements.

b. Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit supérieur ou
égal a 3, sachant qu'il est pair.

c. Les évenements A et B sont-ils indépendants ? Les évenements
A et C sont-ils indépendants ?

3. On utilise ce dé pour un jeu. On dispose :
¢ d’'une urne U; contenant une boule blanche et trois boules noires,

e d’'une urne U, contenant deux boules blanches et une boule noire.
Le joueur lance le dé :

« s’il obtient un nombre pair, il extrait au hasard une boule de 'urne
Uy,

¢ ¢'il obtient un nombre impair, il extrait au hasard une boule de
I'urne U,.

On suppose que les tirages sont équiprobables et le joueur est dé-
claré gagnant lorsqu'il tire une boule blanche, on note G cet événe-
ment.

a. Déterminer la probabilité de I'’évenement G N A, puis la proba-
bilité de I'’évenement G.

b. Le joueur est gagnant. Déterminer la probabilité qu’il ait ob-
tenu un nombre pair lors du lancer du dé.
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53. Antilles juin 2000

Un groupe de vingt-deux personnes décide d’aller au cinéma deux same-
dis de suite pour voir deux films A et B.

Le premier samedi, huit personnes vont voir le film A, et les autres vont
voir le fim B.

Le deuxieme samedi, quatre personnes décident de revoir le fim A, deux
vont revoir le film B, et les autres vont voir le film qu’elles n'ont pas vu la
semaine précédente.

Apres la deuxiéme séance, on interroge au hasard une personne de ce
groupe. On considere les évenements suivants :

A; «la personne interrogée a vu le film A le premier samedi » ;

A, «la personne interrogée a vu le film A le deuxieme samedi »;

B; «la personne interrogée a vu le film B le premier samedi »;

B; «la personne interrogée a vu le film B le deuxiéme samedi ».

1. a. Calculer les probabilités suivantes : p(A;) et p(A»).
b. Calculer les probabilités de chacun des événements suivants :

p(Az/ A1), p(A2/By) et p(A1 N Ap)

c. Reproduire et compléter I'arbre pondéré suivant, en rempla-
cant chaque point d’'interrogation par la probabilité correspon-
dante. Aucune justification n’est demandée pour cette question.

2 Ay 2
/
\

: B ?

2 A2 ?

d. Retrouver a partir de I'arbre pondéré que p(Ay) = T
2. Le prix du billet pour le film A est de 30 F et de 20 F pour le film B.
On appelle X la variable aléatoire égale au cott total, pour la per-

sonne interrogée, des deux séances de cinéma.

a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

b. Déterminer '’espérance mathématique de la variable aléatoire
X.
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54. Asie juin 2000

Alice débute au jeu de fléchettes. Elle effectue des lancers successifs d'une
fléchette. Lorsqu’elle atteint la cible a un lancer, la probabilité qu’elle at-

1
teigne la cible au lancer suivant est égale a — . Lorsqu’elle a manqué la
cible a un lancer, la probabilité qu’elle manque la cible au lancer suivant

est égale a s On suppose qu’au premier lancer elle a autant de chances

d’atteindre la cible que de la manquer.

Pour tout entier naturel n strictement positif, on considere les événe-
ments suivants :

Ay, : «Alice atteint la cible au n® coup ».

B, : « Alice rate la cible au n® coup ».

On pose P, = p(Ap).

Pour les questions 1. et 2. on pourra éventuellement utiliser un arbre
pondéré.

4

1. Déterminer p; et montrer que py = TS

2. Montrer que, pour tout entier naturel n > 2,

2 1
=—pp-1+—.
Pn 15pn1 15
3
3. Pour n > 1 on pose un:pn—ﬁ.

Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique, dont on préci-
sera le premier terme u; et la raison q.

4. Ecrire u,, puis p, en fonction de n.

5. Déterminer lim p,.
n—+ oo
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55. Centres étrangers juin 2000

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes et on donnera les
réponses sous forme de fractions.

Une urne contient 6 boules bleues, 3 boules rouges, et 2 boules vertes,
indiscernables au toucher.

1. On tire simultanément au hasard 3 boules de I'urne.

a. Calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :
E; : « Les boules sont toutes de couleurs différentes. »
E, : « Les boules sont toutes de la méme couleur. »

b. On appelle X la variable aléatoire qui, a tout tirage de trois boules
associe le nombre de boules bleues tirées.
Etablir la loi de probabilité de X.
Calculer I'espérance mathématique de X.

2. Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
On proceéde cette fois de la fagon suivante : on tire au hasard une
boule de I'urne, on note sa couleur, puis on la replace dans 'urne
avant de procéder au tirage suivant.
On effectue ainsi k tirages successifs.
Quelle est la valeur minimale de k pour que la probabilité de ne tirer
que des boules bleues soit au moins mille fois plus grande que la
probabilité de ne tirer que des boules rouges ?
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56. France juin 2000

Les résultats numériques seront donnés sous forme de fractions.

Dans une classe de 30 éleves sont formés un club photo et un club théatre.
Le club photo est composé de 10 membres, le club théatre de 6 membres.
Il y a deux éleves qui sont membres des deux clubs a la fois.

On note A I’événement contraire de I’événement A et p(A / B) la probabi-
lité conditionnelle de A sachant que B est réalisé.

1. On interroge un éléve de la classe pris au hasard.
On appelle P I'événement : « L'éleve fait partie du club photo », et T
I’événement : « L'éleve fait partie du club théatre ».
Montrer que les évenements P et T sont indépendants.

2. Lors d’une séance du club photo, les 10 membres sont tous présents.
Un premier éléve est tiré au sort. Il doit prendre la photo d'un autre
membre du club qui sera lui aussi tiré au sort.

a. On appelle T; I’évenement : « Le premier éleve appartient au
club théatre ». Calculer p(Ty).

b. On appelle T, I'événement « L'éleve pris en photo appartient
au club théatre ». Calculer p(T,/Ty), puis p (Tg /T_l) En déduire

p(Ty N Ty et p (Tg N T_l).
(On pourra éventuellement utiliser un arbre.)

c. Montrer que la probabilité que I'éleve pris en photo appartienne
au club théatre est 0,2.

3. Toutes les semaines, on recommence de facon indépendante la séance
de photographie avec tirage au sort du photographe et du photogra-
phié. Le méme éléve peut étre photographié plusieurs semaines de
suite.

Calculer la probabilité qu’au bout de 4 semaines, aucun membre du
club théatre n’ait été photographié.
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57. Liban juin 2000

Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes, et 2 vertes.
Dans les questions 1. et 2. on tire au hasard et simultanément 3 boules de
cette urne. Les réponses seront données sous forme de fractions irréduc-
tibles.

1. Soitles événements suivants :
A « Les trois boules sont rouges. »
B « Les trois boules sont de la méme couleur. »
C « Les trois boules sont chacune d’'une couleur différente. »

a. Calculer les probabilités p(A), p(B) et p(C) .

b. On appelle X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le
nombre de couleurs obtenues.
Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer E(X).

2. Dans cette question, on remplace les 5 boules rouges par n boules
rouges ol n est un entier supérieur ou égal a 2. Lurne contient donc
n + 5 boules, c’est-a-dire, n rouges, 3 jaunes et 2 vertes. On tire au
hasard et simultanément deux boules de cette urne. Soit les évene-
ments suivants :
D « Tirer deux boules rouges. »
E « Tirer deux boules de la méme couleur. »

a. Montrer que la probabilité de I'’événement D est

nn-1)

PO = e

b. Calculer la probabilité de I'événement E, p(E) en fonction de

1
n. Pour quelles valeurs de n a-t-on p(E) > 5?
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58. Polynésie juin 2000

Un sac contient 10 jetons indiscernables au toucher :
4 jetons blancs marqués 0;

3 jetons rouges marqués 7;

2 jetons blancs marqués 2;

1 jeton rouge marqué 5.

1. On tire simultanément 4 jetons du sac.
Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. Onsuppose que tous les tirages sont équiprobables, et on considere
les événements suivants :

A : « Les quatre numéros sont identiques ».
B : « Avec les jetons tirés, on peut former le nombre 2000 ».
C : « Tous les jetons sont blancs ».
D : « Tous les jetons sont de la méme couleur ».
E : « Aumoins un jeton porte un numéro différent des autres ».
4
a. Montrer que la probabilité de I'événement B, est 105"

b. Calculer la probabilité des évéenements A, C, D, E.

c. On suppose que I'’évenement C est réalisé, calculer alors la pro-
babilité de I’évenement B.
On établit la regle de jeu suivante :
- Sile joueur peut former 5000, il gagne 75 E
- Sile joueur peut former le nombre 7000, il gagne 50 E
- Sile joueur peut former le nombre 2000, il gagne 20 E
- Sile joueur peut former le nombre 0000, il perd 25 E
Pour tous les autres tirages, il perd 5 E
G est la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
Etablir la loi de probabilité de G et calculer I'espérance mathé-
matique de G.
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59. Pondichéry juin 2000

Un professeur se trouve en possession de 5 clefs de salles. 1l se tient de-
vant une porte et il sait que, parmi ses 5 clefs, 2 n'ouvrent pas la porte
parce qu’elles sont défectueuses mais les autres le peuvent. Il veut alors
les tester toutes, une a une. Le choix des clefs est effectué au hasard et
sans remise. On appelle clef numéro x la clef utilisée au x-iéme essai.

1. On appelle D, I'évéenement : « La clef numéro 1 n’ouvre pas la porte
». Calculer sa probabilité.

2. On appelle D, I'évenement : « La clef numéro 2 n’ouvre pas la porte
». Calculer la probabilité que I’évenement D, se réalise, sachant que
I'évenement D; est réalisé.

En déduire la probabilité de 'évenement D; N D».
On pourra, pour la suite de |'exercice, s’aider d’'un arbre pondéré.

3. Quelle est la probabilité de I’évenement : « Les clefs numéros 1 et 2
ouvrent la porte et la clef numéro 3 ne I'ouvre pas » ?

4. Pour 1 < i < j <5, onnote (i ; j) I'événement : « Les clefs qui
n'ouvrent pas la porte sont les clefs numéros i et j », et P(i ; j) la
probabilité de cet évéenement.

a. Calculer P(2; 4).
b. Calculer P(4; 5).
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60. Amérique du Sud novembre 1999

Un appareil électronique envoie a une imprimante un code qui est un
nombre de quatre chiffres, chaque chiffre ne pouvant prendre que les va-
leurs 0 ou 1 (par exemple: 1011).

1. a. Combien l'appareil peut-il fabriquer de codes distincts ?
On supposera dans ce qui suit que tous ces codes ont la méme proba-
bilité
d’étre produits.
b. SoitXla variable aléatoire représentant le nombre de 1 figurant

dans le code. Donner la loi de probabilité de X et calculer son
espérance mathématique.

2. Une imprimante a été choisie au hasard dans une série.
Alasuite d’études antérieures, on a observé cinq cas possibles. Dans
le cas Eo, 'imprimante n’écrit que des 0, quel que soit le code émis
par 'appareil. Pour chaque élément n de 'ensemble { 1, 2, 3}, dans
le cas E,, 'imprimante écrit correctement les n premiers caracteres
du code et n’écrit ensuite que des 0.
Par exemple, lorsque E; survient, tous les codes commencant par 01
sont imprimés 0100. Dans le cas E4, 'imprimante fonctionne cor-
rectement.
Létat de I'imprimante sera donc considéré comme le résultat d’'une
épreuve aléatoire ayant cinq issues possibles Eg, E;, Ey, E3, E4. On
admet que, pour chaque élément nde '’ensemble {0, 1, 2, 3}, P(E;) =
32 x 1073, Le code émis par 'appareil est indépendant de 1'état de
I'imprimante.

a. Calculer la probabilité P(E,). Pour la suite, C désigne I'éveéne-
ment : « le code imprimé est identique a celui émis par 'appa-
reil ».

b. On suppose que Eg se produit. Quelle est 1a probabilité P(C/E)
que le code imprimé soit quand méme celui que 'appareil a
envoyeé ?

En déduire la probabilité P(C N Ey).

c. Déterminer de méme P(C/E},) puis P(CNE,) pour tout élément
n del’ensemble {1, 2, 3, 4}. En déduire P(C).

d. Sile codeimprimé est exactement celui émis par'appareil, quelle
est la probabilité que E; se soit produit ?
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61. Antilles-Guyane septembre 1999

Dans tout I’exercice on considere 20 boules indiscernables au toucher (10
noires et 10 blanches) et deux urnes A et B dans chacune desquelles on
placera 10 boules suivant un mode qui sera précisé dans chaque ques-
tion.

1. On choisit dix boules au hasard et on les met dans I'urne A. On place
les dix autres boules dans I'urne B.

a. Quelle estla probabilité pour que les deux urnes ne contiennent
chacune que des boules de méme couleur ?

b. Quelle est la probabilité pour que les deux urnes contiennent
chacune 5 boules blanches et 5 boules noires ?

2. Soit x un entier tel que 0 < x < 10. On place maintenant x boules
blanches et 10 — x boules noires dans I'urne A et les 10 — x boules
blanches et x boules noires restantes dans I'urne B. On procede a
I'expérience E :

On tire au hasard une boule de A et on la met dans B, puis on tire au
hasard une boule de B et on la met dans A.
On désigne par M I'évenement « chacune des deux urnes a la méme
composition avant et apres I’expérience ».

a. Pour cette question a., on prend x = 6.
Quelle est la probabilité de I'’évenement M ?

b. Montrer que la probabilité de 'évenement M est égale a :

1

— (= x*+10x+5).

55

c. Pour quelles valeurs de x I'événement M est-il plus probable
que I'’évenement contraire M ?
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62. France septembre 1999

Dans tout I’exercice, on donnera les résultats sous forme de fractions ir-
réductibles.

Une urne contient trois boules noires et une boule blanche. On considere
I'expérience suivante :

On lance un jeton parfaitement équilibré, présentant une face noire et
une face blanche. Si le jeton tombe sur la face blanche, on ajoute une
boule blanche dans I'urne; si le jeton tombe sur la face noire, on ajoute
une boule noire dans I'urne.

Puis on tire simultanément, et au hasard, trois boules de 'urne.

1. Onappelle Eg I’évenement : « Aucune boule blanche ne figure parmi
les trois boules tirées » et B I’événement : « Le jeton est tombé sur la
face blanche ».

a. Calculer P(Eo n B), P (Eg NnB), puis P(Eg).

b. On tire trois boules de 'urne, aucune boule blanche ne figure
dans ce tirage. Quelle est la probabilité que le jeton soit tombé
sur la face noire ?

2. On appelle E; I'’évenement : « Une boule blanche et une seule figure
parmi les trois boules tirées » et B1'événement : « Le jeton est tombé
sur la face blanche ».

a. Calculer la probabilité de I’évenement E;.

b. On effectue successivement quatre fois I'expérience décrite au
début, qui consiste a lancer le jeton, puis a tirer les trois boules
de I'urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir, au moins une fois, une et une
seule boule blanche ?

Exercices de probabilités 72



Baccalauréat S

63. Sportifs de haut-niveau septembre 1999

Une urne contient quatre boules rouges, quatre boules blanches et quatre
boules noires.

On préleve simultanément quatre boules dans I'urne. Les prélevements
sont supposés équiprobables.

1. Calculer la probabilité d'un prélevement unicolore.

2. a. Quelle estla probabilité d'un prélevement bicolore composé de
boules rouges et blanches ?

68
b. Démontrer que la probabilité d'un prélevement bicolore est T

3. Déduire des résultats précédents la probabilité d'un prélevement
tricolore.

4. Quelle est la probabilité d’avoir exactement deux boules rouges sa-
chant que le préléevement est bicolore ?

‘¢ Livret réalisé grace a Cocoa booklet. Merci a son auteur Fabien Cornus. ‘g
http ://www.iconus.ch/fabien/cocoabooklet/
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