o» Correction du Baccalauréat S Amérique du Nord mai 2007 &

EXERCICE 1 3 points
Commun a tous les candidats

1. Le plan (P) a une pour équation cartésienne : 2x + y —3z+ 1 = 0. Les coordonnées de H vérifient cette
équation donc H appartient a (P) et A n’appartient pas a (P).
Un vecteur normal & (P) est 77 (2 ; 1; —3). H est le projeté orthogonal de A sur (P) si, et seulement si,
AH est colinéaire 2 7.
Ona:AH (=1; —9; —6). Il est clair que les coordonnées des deux vecteurs ne sont pas proportionnelles
donc les vecteurs ne sont pas colinéaires. H n’est pas le projeté orthogonal de A sur (P) : 1a proposition
1 est fausse.

2. On considere I'équation différentielle (E) : y' =2 —2y.
Cette équation s’écrit : y' = —2y + 2 qui d’apres le cours, a pour solutions : u(x) = ke 2"+ 1, k € R.

La condition %(0) = 0 donne k + 1 = 0 donc k = —1. Par conséquent : u(x) = —e X +1=1—e 2%,

In2 1 1 1
Alors: u (7) =l-eM2=1-¢M2=1- 5=5 donc la proposition 2 est vraie.
3. On considere la suite (u,) définie par uy = 2 et, pour tout entier naturel 7, u,+1 = \/7Up.
Effectuons une démonstration par récurrence.

Soit P, la proposition : «0 < u,, <7»
e (initialisation) uy =2 donc 0 < ug < 7. Pgest vraie.
o (Hérédité) Supposons P, vraie pour un rang n.
Alors : 0 < u;, < 7. En multipliant par 7, on obtient : 0 < 7u, < 79. Comme la fonction racine carré

est croissante sur son ensemble de définition, on en déduit : 0 < y/7u, < V49 =7 donc la proposi-
tion est vraie au rang n + 1.

On a montré que la par récurrence que la proposition est vraie pour tout »n, donc la proposition 3 est
vraie.



Baccalauréat S

EXERCICE 2 5 points
Pour les candidats n’ayant pas choisi la spécialité mathématiques

. 2n I , .
1. a. restlarotation de centre O et d’angle 3 Une écriture complexe d'une rotation de centre Q(w)

. .2_]-[
et d’angle 0 est 2’ — w = e (z— w) donc une écriture derest: | 2/ = el z|.

;57 327 n
b. B a pour affixe zg = e™'s et C est I'image de B par r. On en déduit : zc = e's xe 's =e s,

_iZ
Zc=e€e 6|

V3 1.

C. |zZp=————=1|€et|zc=
B 2 2 C

d. voir figure ala fin

NS
DN =

2. a. Destlebarycentre des points A, B et C affecté des coefficients 2, -1 et 2.
Par conséquent : 20A — OB +20C = (2-1+2)OD qui se traduit par I'égalité sur les affixes :
1

1 1 V3 1 3
2zA—zB+2zc=3zDd’ouzng(ZzA—szLch)=§ 2i+7+£i+\/§—i :7+§i'

V3 1.

Zp=—+—-1}|
2

\S}

=1 car, pour tout x, || = 1.

. —idr
b. |24l =il = 1; 25| = [e ™%

i
=1; zp=e's donc |zp| = 1.

_iz
De méme, |z¢c| = |e s

Les quatre points A, B, C et D sont sur le cercle centre O et de rayon 1 ‘

3. a. hest’homothétie de centre A et de rapport 2. Une écriture complexe de h est: z' —z4 = 2(z—z4)
donc z' —i—2(z—1i) soit : .

b. EestlimagedeDparh.Ona: zg=2zp—i= V3+i-i=V3.|zp=V3|

\/§+1. f+
Zp—2c 2 21 2 21 i V3 1 1 V3 zlzp-zc iz
4. a = = =i|——-=i|==+1—=¢€3. =es3
ZEg—ZC V3 1. V3 1. 2 2 2 2 ZE—ZC
V3——+-i —+-i
2 2 2 2
Zp—2 CD -
b. Onen déduit : [Z2—2¢| = == _ |¢i5| =1 donc CD = CE.
ZE— ZC CE
Zp —ZC e i\ T .
ar =|CE; CD|=arg|e3|=—a2kmpres.
g(ZE_ZC) ( ) g( ) 3 p

L , 4 . P
CDE est isocele et I'angle au sommet vaut 3 c’est un triangle équilatéral.
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EXERCICE 2 5 points
Pour les candidats ayant choisi la spécialité mathématiques

1. festla transformation dont une écriture complexe est : z' = (2—2i)z + 1. Cette écriture est de la forme

Z=az+Paveca=2-2ietf=1 donc‘ f est une similitude directe ‘

1 1 _—1- 2i 1
Elle a pour point fixe Q d’affixe w avec w = p = __

2
l-a 1-2-20) -1+2i 5 V5 V5
Le rapport de cette similitude est |a| = [2 - 2i| = [2(1 —i)| = 2|1 —i| = 2V/2.

i.

1 ix b1
a=2-2i= 2\/_(———1) 2v/2e7'4. Un argument de a est ——.
f est la similitude directe de point fixe Q (—— - ) de rapport 2v2 et d’angle —— |

2. a. SoitB’l'imagedeBparf:zp =@2-20)zp+1=2-2i)(-4+2i)+1=-3+12i. zgr = -3+ 12i.
Zy—zc  —3+12i-1-4i -4+8i -4(1-2) -4
zZa—zc  3+5i—-1-4i 241 i1-2) i
— — ZRr — Z T
On en déduit que (CA; CB') = arg L C) =arg(4i) = — +2km, ke Z.
ZA— ZC 2
Par conséquent, les droites (CB’) et (CA) sont orthogonales.

b. =4i.

3. Soit M d’affixe z = x +iy. M’ = f(M) a pour affixe z’ avec 2’ = 2-2i)z+1 = 2-2D)(x+iy)+1 =
2x4+2y+1+i(2z—-2x).
CM' apour affixe z' — zc = 2x + 2y + (2x — 2y — 4)i.

C—Aapourafﬁxeza:a c=2+i.

Les coordonnées des vecteurs CM cM et CA sont respectivement 2x+2y; 2y—2x—4) et (2; 1).

 —

CM' et CA sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul, c’est-a-dire si et seule-
mentsi2(2x+2y)+2y—2x—4 =0 soit apres simplifications.
4. Soit'équation (E); x+3y =2, ou x et y sont des entiers relatifs.
a. —4+3x2=-44+6=2donc (—4; 2) est solution de (E).
b. (E)s’écritalors: x+3y=—-4+3x2, c'est-a-dire x+4 =32 - ).
3 divise 3(2 — y) donc 3 divise x + 4. Il existe k € Z tel que x + 4 = 3k.
En remplacant dans ’équation, on obtient: 3k =3(2—y) d'ou2—y = k qui donne y =2 — k.
Lensemble des solutions de (E) est| . = {(-4+3k; 2—-k), ke Z} ‘
c. On cherche les couples solutions de (E) vérifiant -5 < x <5et -5 y <5.
1
-5<-4+3k<5donne -1 <3k<9d’ou—§ <k<3.Alorske{0;1;2; 3}.
-5<2-k<5donne-7<-k<3dou-3<k«7.
Finalement, les valeurs possibles pour k sont 0, 1,2 ou 3.
Les points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a I'intervalle [-5; 5] et tels que

les vecteurs CM’ et CA soient orthogonaux sont les points de coordonnées (-4; 2), (-1; 1), (2; 0)
et (5;-1).
Remarque : on retrouve le point B qu’on avait trouvé a la question 2) a).
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EXERCICE 3
Commun a tous les candidats

1. Représentons un arbre : (voir ci-dessus)

E3 (X =3)

E3 (X =2)

E3 (X =2)

E3(X=1)

E3 (X =2)

E3(X=1)

E3 (X=1)

E3 (X =0)

5 points

X est la variable aléatoire qui donne le nombre de fois ou1 le joueur perd lors des trois premieéres

parties.

a. X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 ou 3.
b. (X =2) = (E; nE;NE3) U (E; nExNE3) U (E; NEx NEy).
C’est une réunion d’événements incompatibles, donc :

p(X =2)=p(E, NEyNE3)+ p(E NE;NE3) + p(E;NE2NE3) = (0,2x0,1x0,9)+ (0,2 x0,9%0,05) +

(0,8x0,05x0,1) =0,031.

p(x=2)=[0,031]

De méme : p(X =3) = p(E; NE,NE3) =0,2x0,1x0,1=[0,002].

c. p(X=0)=p(E NE;NE3) =0,8x0,95x%0,95=|0,722|.

p(X=1—-1-[p(X=0)+p(X =2)+p(X =3)] =1-(0,722+0,031+0,002) =[0,245 ]
On en déduit la loi de probabilité de X, résumée dans le tableau suivant :

Xi

0

1

2

3

p(X =x;)

0,722

0,245

0,031

0,002

3
d. L'espérance de X est E(X) = Z x;ip(X =x;)=(0x0,722) + (1 x 0,245) + (2 x 0,031) + (3 x 0,002) =

i=0
0,313.
mr—- - _ 1
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2. a. Pour tout 7 non nul, p(E, N Epy1) = pg, (Ens1) x p(Ep) =0,1 x p(E,) = .

De méme : p(E, N Epy1) = P, (En+1) X p(Ep) = 0,05 x (1 p(Ey,)) = .

b. Ona: E, 1 = (EpnNEps1) U(E, N Eps) (réunion d’ événements incompatibles). Par conséquent :

Pn+1 = PEps1) = p(EnNEpi) + p(E_nﬂErHl) =0,1p, +0,05(1 - py) ={0,05p, +0,05

1
3. Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par: u, = p,, - ITh
a. Pour tout n # 0 0,05p, + 0,05 1 L +1 1 1 1
. Pour tou , U = -— =0, ,06 - — = — ——— = —py—— =
T Pr 19 20”7720 19 T 207" 380
1 L1,
20 [P 19| T 20"
1
Pour tout n #0, U1 = 20 u, donc (u,) est une suite géométrique, de raison g = 20 et de pre-
. 1 1 1 1 14
mierterme ;) =p;——=02-—=-—-—=—.
19 19 5 19 95
1 n-1 1 1 14(1)\"!
b. Onen déduit: p,, = "1 donc :—(—) etp,=u +—:—+—(—) .
Pn=p14 Pn=95 20 Pn=Un*79= 79 " 95 | 20
1 , 1)1 ) , 1
c. -1<—<ldonc lim |— =0 et par conséquent: lim p,=|—|
20 n—+oo | 20 n—-+0o 19
EXERCICE 4 7 points

Commun a tous les candidats

1. Restitution organisée de connaissances.
2
X
a. Soit la fonction définie sur [0; +oo[ par g(x) =e* — 5
g est dérivable comme différence de fonctions dérivables; pour tout x de [0 ; +ool, g'(x) = e* —
x> 0 puisque e* > x pour tout x.
g’ (x) est donc positif et g est croissante sur [0 ; +oo[; g(0) = 1 donc, pour tout x > 0, g(x) > g(0) =

1 donc .

2 X
. X . ) e x
b. On en déduit que, pour tout x > 0, e* > > Pour x > 0, en divisant par x, on obtient : — > 7
X
b e”
im ~ = oo dapres le pré-requi sduit lim S =[TFool
Comme lim oo, d'aprés le pré-requis, on en déduit _lim p
1
2. Soit fla fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = er 2,
a. Lafonction exponentielle est positive sur [0 ; +oco[ donc, pour tout x de [0; +oo,| f(x) = 0|
lx _=x X .
b. Pourtoutx >0, f(x) =-—e 2.0npose X = —. lim X =+oco.
22 2 x—+o0
Par conséquent, d’apres le théoreme sur la composition des limites, on a:
. A R . 1X
lim f(x)= lim -Xe ™" = lim —-—.
X—+00 X—+00 2 X—+o00 2 eX
e X
On avu dans la question 1. que lim — =+ocodonc lim —; =0.
X—+00 X X—+00 eX
Par conséquent : liIP f(x) = 0. La courbe C admet donc une asymptote d’équation y = 0 en
X—+00

+00.
c. f estdérivable sur [0; +oo[ comme produit et composée de fonctions dérivables.

b 1 1
f= Zue” en posant u(x) = x et v(x) = —E.Alors f'= Z(ue”)' =2 (u' xe"+uxv'e”).

Pour tout v on en déduit - £ (v) = 1 (e_% 1 oxx {—1\ » e_%\ — 1 (] _ lxx e_%\ — 1(2—1(7)6_% i
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e”7 >0 donc f'(x) est du signe de 2 — x donc positif pour x < 2, nul en 2 et négatif pour x > 2.
f est croissante sur [0 ; 2] et décroissante sur [2 ; +ool.
Tableau de variations :

X 0 2 +00
f(x) + 0 -
2e
fx) / N
0 0

X
3. Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par; F(x) :f f(®dz.
0

a. F estla primitive de f qui s’'annule en 0 donc F' = f. Comme on a montré que [ était positive, F

est positive et F est croissante.
*1
b. Pour tout x, F(x) :f Zte_ .
0
Posons a(tf) = tdoua/(r) =1

! 1 -L PN 1 —
,B(t)zze 2dou,6(t)=—5e .
a et B sont continues donc on peut effectuer une intégration par parties.
x 1 X _t 1 _x 1 _t]X _x X
+—f e zdr=--xe 2+—[—2e 2] =ll-e2z2-—

2Jo 2 2 0 2

[NIEN

SIS

1
Alors: F(x)=|——te 2

0

x _x
c. lim (—5) = —oo donc par composition avec la fonction exponentielle, lir}_’l e 2=0.
X—+00

X _x .
On avu précédemment que lim —e 2 =0donc lim F(x)=1.
x—+00 2 X—+00

On en déduit le tableau de variations de F :

X 0 +00
F'(x)=f(x) +

F(x) /
0

d. Festcontinue puisque dérivable; F est strictement croissante; F(0) =0 et thP F(x) =1.D’apres
—+00

le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel positif « tel que F(a) =0,5.

Ala calculatrice, on trouve : a 0,01 pres par exces.

n
4. A, = f f(#) dt = F(n) — F(0) = F(n) car F(0) = 0. D’apres la question précédente, le plus petit entier
0
n pour lequel A, > 0,5 est| n = 4],



