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Les extremums des fonctions numériques de plusieurs variables réelles.     

𝑺𝒐𝒊𝒕 𝑼 𝒖𝒏𝒆 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒆 𝒅𝒆 ℝ𝒑, 𝒂 ∈ 𝑿, 𝒇 ∶ 𝑼 →  ℝ 

1 – Définitions. 

 

 f admet un maximum local en a ssi : ∃ 𝑉 ∈ 𝒱ℝ𝑝  𝑎 , ∀ 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉   𝑜𝑛 𝑎 ∶   𝑓 𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) 

 f admet un minimum local en a ssi : ∃ 𝑉 ∈ 𝒱ℝ𝑝  𝑎 , ∀ 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉   𝑜𝑛 𝑎 ∶   𝑓 𝑥 ≥ 𝑓(𝑎) 

 f admet un maximum ou minimum local strict en a : idem avec des  inégalités strictes. 

 f admet un extremum local ou local strict en a si f admet un min, resp max… 

 f admet un extremum global en a ssi :  ∀ 𝑥 ∈ 𝑈   𝑜𝑛 𝑎 ∶   𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑎       (𝑜𝑢  𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑎 )  

 a est un point critique de f ssi les dérivées partielles de f en a existent et sont nulles. 

 

2 – Conditions nécessaires. 

Théorème. 

𝑆𝑖  

𝑈 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑𝑒  ℝ𝑝

𝑓 𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡 𝑒𝑛 𝑎 𝑢𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑢𝑚 𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙
𝑙𝑒𝑠 𝑑é𝑟𝑖𝑣é𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖è𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑓 𝑒𝑛 𝑎 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡

  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 :  
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
  𝑎 =  0  

 

3 – Conditions suffisantes. 

U ouvert de ℝp , si f est C2(U)  

 

3.a :  Taylor Young ordre 2..
.[AuCA] p 541 

   

 𝑓 𝑎 + 𝑕 −  𝑓 𝑎 =  
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 𝑕𝑖 𝑕𝑗  +  𝑜   𝑕 ²  

 

 3.b : Théorème général : Cas des fonction de p variables réelles. 

 Soit a un point critique de f. On définit la forme quadratique définit sur ℝp  par :  

𝑄 𝑕 =    
∂²𝑓
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 𝑕𝑖 𝑕𝑗   

 La matrice hessienne H de Q dans la base canonique de ℝp  est : 𝐻 =   
∂²𝑓

∂𝑥i ∂𝑥j

  𝑎  

1≤𝑖,𝑗≤𝑝

  

 

 Si Q est positive et non dégénérée ( ⟺ 𝑙𝑒 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝐻, 𝑆𝑝ℝ 𝐻 ⊂  ℝ+
∗  ) 

alors f admet un minimum local strict en a. 

 Si Q est négative et non dégénérée ( ⟺ 𝑙𝑒 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝐻, 𝑆𝑝ℝ 𝐻 ⊂  ℝ−
∗  ) 

alors f admet un maximum local strict en a. 

 Si Q n’est ni positive, ni négative : alors pas d’extremum local en a. 
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 3.b : Théorème pour les fonctions de 2 variables  

 On utilise les notations de MONGE, du nom du mathématicien français MONGE Gaspard (1746-1818). 

𝑟 =  
𝜕²𝑓

𝜕𝑥²
  𝑎  ;  𝑠 =  

𝜕²𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
  𝑎  ;  𝑡 =  

𝜕²𝑓

𝜕𝑦²
  𝑎   

 

 Si  𝑠² − 𝑟𝑡 < 0
𝑟 > 0

 alors f admet un minimum strict en a. 

 Si  𝑠² − 𝑟𝑡 < 0
𝑟 < 0

 alors f admet un maximum strict en a. 

 Si  𝑠² − 𝑟𝑡 > 0   alors f n’admet pas d’extremum local en a. 

On dit alors que f admet un point-selle (ou un point col en a) 

 Exemple :  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥4  +  𝑦4  −  (𝑥 − 𝑦)² 

 f admet deux minimums locaux en A(1 ;-1) et B(-1 ;1) 

 

 Exemple :  𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥2  +  𝑦2 +  𝑥3  

 f admet un point selle en A(-2/3 ; 0) 

 

4 – Extremums globaux. 

Proposition : Si ∀𝐴 > 0 , ∃  𝐵 > 0, ∀𝑥 ∈  ℝ𝑝  ;    𝑥  ≥ 𝐵 ⟹ 𝑓 𝑥  ≥  𝐴  soit  lim 𝑥 → + ∞ 𝑓 𝑥 =  + ∞  

 lim
 𝑥 → + ∞

𝑓 𝑥 =  + ∞ ⟹  𝑓 𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙  


