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Les extremums des fonctions numériques de plusieurs variables réelles.     

╢▫░◄ ╤ ◊▪▄ ▬╪►◄░▄ ▀▄ ᴙ▬, ╪ ᶰ╧, █Ḋ╤ ᴼ ᴙ 

1 ς Définitions. 

 

¶ f admet un maximum local en a ssi :  ɱὠᶰםᴙὴὥ,  ᶅὼ ᶰὟ ᷊ὠ   έὲ ὥḊ  Ὢὼ Ὢ(ὥ)  

¶ f admet un minimum local en a ssi :  ɱὠᶰםᴙὴὥ,  ᶅὼ ᶰὟ ᷊ὠ   έὲ ὥḊ  Ὢὼ Ὢ(ὥ) 

¶ f admet un maximum ou minimum local strict en a : idem avec des  inégalités strictes. 

¶ f admet un extremum local ou local strict en a ǎƛ Ŧ ŀŘƳŜǘ ǳƴ ƳƛƴΣ ǊŜǎǇ ƳŀȄΧ 

¶ f admet un extremum global en a ssi :  ᶅ  ὼ ᶰὟ   έὲ ὥḊ  Ὢὼ Ὢὥ      (έό  Ὢὼ Ὢὥ)   

¶ a est un point critique de f ssi les dérivées partielles de f en a existent et sont nulles. 

 

2 ς Conditions nécessaires. 

Théorème. 

ὛὭ 

Ὗ έόὺὩὶὸ ὨὩ  ᴙὴ

Ὢ ὥὨάὩὸ Ὡὲ ὥ όὲ ὩὼὸὶὩάόά ὰέὧὥὰ
ὰὩί ὨéὶὭὺéὩί ὴὥὶὸὭὩὰὰὩί ὴὶὩάὭèὶὩί ὨὩ Ὢ Ὡὲ ὥ ὩὼὭίὸὩὲὸ

 ὃὰέὶί :  
‬Ὢ

‬ὼὮ
 ὥ =  0  

 

3 ς Conditions suffisantes. 

U ouvert de ᴙp ,si f est C2(U)   

 

3.a :  Taylor Young ordre 2..
.[AuCA] p 541 
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 3.b : Théorème général : Cas des fonction de p variables réelles. 

 Soit a un point critique de f. On définit la forme quadratique définit sur ᴙp  par :  

ὗὬ =   
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 La matrice hessienne H de Q dans la base canonique de ᴙp  est : Ὄ=  
Ћ²Ὢ

Ћὼi Ћὼj

 ὥ

1 Ὥ,Ὦὴ

  

 

¶ Si Q est positive et non dégénérée (  ὰὩ ίὴὩὧὸὶὩ ὨὩ Ὄ,ὛὴᴙὌ Ṓ ᴙ+
ᶻ ) 

alors f admet un minimum local strict en a. 

¶ Si Q est négative et non dégénérée (  ὰὩ ίὴὩὧὸὶὩ ὨὩ Ὄ,ὛὴᴙὌ Ṓ ᴙᶻ ) 

alors f admet un maximum local strict en a. 

¶ {ƛ v ƴΩŜǎǘ ƴƛ ǇƻǎƛǘƛǾŜΣ ƴƛ ƴŞƎŀǘƛǾŜ Υ ŀƭƻǊǎ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ ƭƻŎŀƭ Ŝƴ ŀΦ 
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 3.b : Théorème pour les fonctions de 2 variables  

 On utilise les notations de MONGE, du nom du mathématicien français MONGE Gaspard (1746-1818). 

ὶ=  
‬²Ὢ

‬ὼ²
 ὥ ;  ί=  

‬²Ὢ

‬ὼ‬ώ
 ὥ ;  ὸ=  

‬²Ὢ

‬ώ²
 ὥ  

 

¶ Si ί² ὶὸ< 0
ὶ> 0

alors f admet un minimum strict en a. 

¶ Si ί² ὶὸ< 0
ὶ< 0

alors f admet un maximum strict en a. 

¶ Si ί² ὶὸ> 0   ŀƭƻǊǎ Ŧ ƴΩŀŘƳŜǘ Ǉŀǎ ŘΩŜȄǘǊŜƳǳƳ ƭƻŎŀƭ Ŝƴ ŀΦ 

On dit alors que f admet un point-selle (ou un point col en a) 

 Exemple :  Ὢ(ὼ,ώ) = ὼ4  +  ώ4   (ὼ ώ)²  

 f admet deux minimums locaux en A(1 ;-1) et B(-1 ;1) 

 

 Exemple :  Ὢὼ,ώ = ὼ2  +  ώ2 +  ὼ3  

 f admet un point selle en A(-2/3 ; 0) 

 

4 ς Extremums globaux. 

Proposition : Si ὃᶅ> 0 ,  ɱ ὄ> 0, ὼᶅ  ɴᴙὴ ; ᴁὼᴁ ὄ Ὢὼ  ὃ soit limᴁὼᴁO  +  ЊὪὼ =  +  Њ  

lim
ᴁὼᴁO  +  Њ

Ὢὼ =  +  Њ  Ὢ ὥὨάὩὸ όὲ άὭὲὭάόά Ὣὰέὦὥὰ 


