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Les extremums des fonctions numériques de plusieurs variables réelles.

Soit U une partie de RP, a €X, f:U->R
1 — Définitions.

e fadmetun maximumlocalenassi:3IV € Vpp(a),Vx €U NV ona: f(x)<f(a)

e fadmetun minimumlocalenassi:3V € Vpp(a),Vx €U NV ona: f(x)=f(a)

e fadmet un maximum ou minimum local strict en a : idem avec des inégalités strictes.

e fadmet un extremum local ou local strict en a si f admet un min, resp max...

e fadmetun extremumglobalenassi: Vx €U ona: f(x) <f(a) (ou f(x)=f(a))
e aestun point critique de f ssi les dérivées partielles de f en a existent et sont nulles.

2 — Conditions nécessaires.

Théoréme.

U ouvert de RP of
Si f admet en a un extremum local Alors: =— (&)= 0

les dérivées partielles premieres de f en a existent 0x;
3 — Conditions suffisantes.
U ouvert de RP, si f est C2(U)
3.a: Taylor Young ordre 2./ 3*
1o &f
fla+m - f@ = Z— @ hy zza_ @0 + Z ——— @ hly + o (IR
i=1 1<i<j<p

3.b : Théoréme général : Cas des fonction de p variables réelles.

Soit a un point critique de f. On définit la forme quadratique définit sur RP par:

Q(h)—zaz(a) W+ 2 Z o ax @ by

1<i<j<p

La matrice hessienne H de Q dans la base canonique de RP est : |H = (a . (a ))
X; X
1<ij<p

e SiQ est positive et non dégénérée ( < le spectre de H,Spr(H) € R} )

alors f admet un minimum local strict en a.

e  SiQ est négative et non dégénérée ( < le spectre de H,Spr(H) c R )

alors f admet un maximum local strict en a.

e SiQn’est ni positive, ni négative : alors pas d’extremum local en a.
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3.b : Théoréme pour les fonctions de 2 variables
On utilise les notations de MONGE, du nom du mathématicien frangais MONGE Gaspard (1746-1818).
_f o*f o*f

r—ﬁ(a);s= 9xdy (a);t=a—yz(a)

2 _
Si {S T < 0alorsfadmet un minimum strict en a.

alors f admet un maximum strict en a.

2
. i {s —-rt<0
<0
e Si(s?—rt > 0) alorsfn’admet pas d’extremum local en a.

On dit alors que f admet un point-selle (ou un point col en a)

Exemple : flx,y)=x* + y* — (x —y)?

f admet deux minimums locaux en A(1 ;-1) et B(-1 ;1)

Exemple : fOo,y) =x* + y* + «3

f admet un point selle en A(-2/3 ; 0)

4 — Extremums globaux.

Proposition :SiVA >0, 3 B>0, Vx € R?; (|lx|| =B = f(x) = A) soit (lim||x"_,+oof(x) =+ 00)

( lim f(x)= + 00) = (f admet un minimum global)

[lx|l= + 0
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