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TD n°4 : Séries Entières  
 

Théorèmes sur les séries entières 

Exercice 1 : . 

Théorème 1 

Si une série  𝑎𝑛𝑧
𝑛  converge pour 𝑧 = 𝑧0 ≠ 0, alors elle converge :  

1°) Absolument pour :    𝑧 <   𝑧0 . 

2°) Uniformément pour :   𝑧 ≤   𝑧1    𝑜ù   𝑧1 <   𝑧0  

Théorème 2 

Une série  𝑎𝑛𝑧
𝑛∞

𝑛=0  et sa dérivée  𝑛𝑎𝑛𝑧
𝑛−1∞

𝑛=1  ont le même rayon de convergence. 

Exercice 2 :  

Montrer que la série  
𝑧𝑛

𝑛²
∞
𝑛=1    a une valeur finie en tout point intérieur à son cercle de convergence 

ou sur celui-ci, mais que ce n’est pas vrai pour la série dérivée. 

Théorème de Taylor. 

Théorème de Taylor 

Si la fonction d’une variable complexe f est analytique (holomorphe) à l’intérieure du cercle 𝒞 

centré en a, alors pour tout complexe z à l’intérieur de 𝒞 :  

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑎 + 𝑓 ′ 𝑎 
 𝑧 − 𝑎 

1!
+ 𝑓 ′′  𝑎 

 𝑧 − 𝑎 2

2!
+ 𝑓 ′′ ′ 𝑎 

 𝑧 − 𝑎 3

3!
+  …… . .  

Exercice 3 
Soit f définie par : 𝑓 𝑧 = 𝐿𝑜𝑔(1 + 𝑧), sur la branche qui prend la valeur 0 pour 𝑧 = 0. 

1. Montrer en développant f en série de Taylor au voisinage de 𝑧 = 0 que  

𝑓 𝑧 = 𝐿𝑜𝑔 1 + 𝑧 = 𝑧 −
𝑧2

2
+
𝑧3

3
−
𝑧4

4
+ … . . =  

(−1)𝑛−1

𝑛
 𝑧𝑛

∞

𝑛=1

 

2. Déterminer le rayon de cv de cette série. 



Page 2 sur 2 
 

M.Trabelsi, M. Regragui, M. Duffaud :  http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_ing1.html  

3. Développer la fonction g définie par :  𝑔 𝑧 = 𝐿𝑜𝑔  
1+𝑧

1−𝑧
   en série de Taylor au voisinage de 

𝑧 = 0 

Exercice 4 
Soit f définie par : 𝑓 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛 𝑧 . 

1. Montrer en développant f en série de Taylor au voisinage de 𝑧 =
𝜋

4
  que  

𝑓 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛 𝑧 =  
 2

2
  1 +

 𝑧 −
𝜋
4 

1!
+
 𝑧 −

𝜋
4 

2

2!
+
 𝑧 −

𝜋
4 

3

3!
+ ⋯ . .   

2. Déterminer le rayon de cv de cette série. 

Séries de Laurent. 

Exercice 5 
Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au voisinage des 

singularités indiquées. 

1. 𝑓 𝑧 =
𝑒2𝑧

 𝑧−1 3   ; 𝑧 = 1. 

2. 𝑔 𝑧 =  𝑧 − 3 sin
1

𝑧+2
  ; 𝑧 = −2. 

3. 𝑕 𝑧 =
𝑧−sin 𝑧

𝑧3   ; 𝑧 = 0. 

4. 𝑖 𝑧 =
𝑧

 𝑧+1 (𝑧+2)
  ; 𝑧 = −2. 

5. 𝑗 𝑧 =
1

𝑧²(𝑧−3)²
  ; 𝑧 = 3. 

Exercice 6 

Développer la fonction f définie par  𝑓 𝑧 =  
1

 𝑧+1 (𝑧+3)
 en série de Laurent pour :  

a) 1 <  𝑧 < 3. 

b)  𝑧 > 3. 

c) 0 <  𝑧 + 1 < 2 

d)  𝑧 < 1. 

 


