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TD n°6 : Fourier  

Séries de Fourier 

Coefficient de Fourier 

On considère une fonction f continue par morceaux et 𝑇-périodique. 

𝑐𝑛 𝑓 =
1

𝑇
 𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝑛

2𝜋
𝑇

𝑡  𝑑𝑡
𝑇

     𝑛 ∈ ℤ  

𝑎𝑛 𝑓 =
2

𝑇
 𝑓 𝑡 cos  𝑛

2𝜋

𝑇
𝑡  𝑑𝑡

[𝑇]

         ;       𝑏𝑛 𝑓 =
2

𝑇
 𝑓 𝑡 sin  𝑛

2𝜋

𝑇
𝑡  𝑑𝑡

[𝑇]

     𝑛 ∈ ℕ  

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 + 𝑐−𝑛      ;    𝑏𝑛 = 𝑖 𝑐𝑛 − 𝑐−𝑛   ;  𝑐𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑖 𝑏𝑛

2
 

Cas pratique :  

Si f est paire : Si f impaire 

 

𝑏𝑛 = 0

𝑎𝑛 𝑓 = 2 ×
2

𝑇
 𝑓 𝑡 cos  𝑛

2𝜋

𝑇
𝑡  𝑑𝑡

𝑇
2

0

   

𝑎𝑛 = 0

𝑏𝑛 𝑓 = 2 ×
2

𝑇
 𝑓 𝑡 sin  𝑛

2𝜋

𝑇
𝑡  𝑑𝑡

𝑇
2

0

  

Série de Fourier de f 

𝑆𝑓 𝑥 =  
𝑎0

2
+   𝑎𝑛 cos  𝑛

2𝜋

𝑇
𝑥 +

∞

𝑛=1

 𝑏𝑛 sin  𝑛
2𝜋

𝑇
𝑥  

𝑆𝑓 𝑥 =   𝑐𝑛  𝑒𝑖𝑛
2𝜋
𝑇

𝑥

∞

𝑛=−∞

  

Théorème de Dirichlet (1829) 

Soit 𝑓 définie sur ℝ, 𝑪𝟏 par morceaux sur  −
𝑇

2
 ;

𝑇

2
   et 𝑇-périodique. 

 𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑟é𝑒𝑙 𝑥 ∶  𝑆𝑓 𝑥 =  
𝑓 𝑥− + 𝑓 𝑥+ 

2
 

Théorème de Parseval 

Soit 𝑓 définie sur ℝ, continue par morceaux sur  −
𝑇

2
 ;

𝑇

2
   et 𝑇-périodique. 

  𝑐𝑛  2 

∞

𝑛=−∞

=  
1

𝑇
  𝑓 𝑡  2 𝑑𝑡
𝑇

 𝑜𝑢 
𝑎0

2

𝟐
+   𝑎𝑛

2 +

∞

𝑛=1

 𝑏𝑛
2 =

2

𝑇
  𝑓 𝑡  2 𝑑𝑡
𝑇

 

On écrit aussi :  
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𝑎0

𝟐
 

2

+
1

2
   𝑎𝑛

2 +

∞

𝑛=1

 𝑏𝑛
2 =

1

𝑇
  𝑓 𝑡  2 𝑑𝑡
𝑇

 

Exercice 1 :  

Soit f 2π-périodique définie par 𝑓 𝑥 = 𝑥   sur  – π; π . 

1. Montrer que :   

𝑆𝑓 𝑥 = 2  
(−1)𝑛−1 sin 𝑛𝑥

𝑛

∞

𝑛=1

  

2. Convergence. 

a. Montrer que :  

∀𝑥 ∈   – π; π  ;    
(−1)𝑛−1 sin 𝑛𝑥

𝑛

∞

𝑛=1

=
𝑥

2
 

b. Etudier le cas où   𝑥 = 𝜋. 

3. Cas particulier. Montrer que  

𝜋

4
= 1 −

1

3
+

1

5
−

1

7
…… 

4. Application du Théorème de Parseval : Montrer que :  

 
1

𝑛²

∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
 

Exercice 2 :  

Soit f 2π-périodique, impaire,  définie par :  
𝑓 𝑥 = 1    sur  0; π 

𝑓 𝑛𝜋 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑛 ∈ ℤ
  

1. Représenter f. 

2. Montrer que : 

∀𝑥 ∈  ℝ,   𝑓 𝑥 =  
4

𝜋(2𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

sin  2𝑛 + 1 𝑥  

3. Montrer que : 

 
(−1)𝑛

2𝑛 + 1

∞

𝑛=0

=
𝜋

4
 

4. Montrer que :  

 
1

 2𝑛 + 1 2

∞

𝑛=0

=
𝜋²

8
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5. En déduire que :  

 
1

𝑛2

∞

𝑛=1

=
𝜋²

6
        , 𝑒𝑡 𝑞𝑢𝑒        

(−1)𝑛

𝑛2

∞

𝑛=1

= −
𝜋²

12
 

 

Transformée de Fourier 

La transformée de Fourier (notée 𝓕 ou TF) d’une fonction f donnée est une opération qui transforme une 

fonction f intégrable sur ℝ en une autre fonction notée 𝑓  𝑜𝑢 𝐹.  ℱ ∶ 𝑓 ⟶ 𝑓  ( 𝑜𝑢 𝐹)  

𝑓  𝑥 =  
1

 2𝜋
  𝑓 𝑡 𝑒𝑖𝑥𝑡  𝑑𝑡

+∞

−∞

 

 

Remarque : Cette définition est celle adoptée par les physiciens, on peut aussi définir 𝑓  sans le facteur  
1

 2𝜋
. Il suffit en fait que le produit des constantes dans  1  et  2  fasse 1/2π 

Existence : Une condition suffisante d’existence de 𝑓  est que la fonction f soit absolument intégrable. 

 

La transformée de Fourier inverse. Soit f une fonction donnée admettant une TF  

𝑓 𝑥− + 𝑓 𝑥+ 

2
=

1

 2𝜋
  𝑓  𝑡 𝑒−𝑖𝑥𝑡  𝑑𝑡

+∞

−∞

  

Exercice 3 :  

Calculer la TF f pour f définie par :  
𝑓 𝑥 = 1    si   𝑥 ≤ 𝑎

𝑓 𝑥 = 0  𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
  

Réponse :  

 𝑆𝑖 𝑥 𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙,    𝑓  𝑥 =  
2

𝜋
 
𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥

𝑥
, 𝑒𝑡  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 = 0  𝑓  0 = 𝑎 

2

𝜋
 

Exercice 4 :  

1. Montrer que si f est paire :  

𝑓  𝑥 =   
2

𝜋
  𝑓 𝑡 cos 𝑥𝑡  𝑑𝑡

+∞

0

 𝑒𝑡 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑥 =   
2

𝜋
  𝑓  𝑡 cos 𝑥𝑡  𝑑𝑡

+∞

0

 

 

2. Montrer que si f est impaire :  

𝑓  𝑥 =  𝑖 
2

𝜋
  𝑓 𝑡 sin 𝑥𝑡  𝑑𝑡

+∞

0

 𝑒𝑡 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑥 =  −𝑖 
2

𝜋
  𝑓  𝑡 sin 𝑥𝑡  𝑑𝑡

+∞

0

 

 

Exercice 5 :  

1. Montrer que la TF 𝑓 pour 𝑓 définie par :  
𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥²  si   𝑥 ≤ 1

𝑓 𝑥 = 0  si   𝑥 > 1
  est  
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 𝑓  𝑥 =   
−4𝑥 cos 𝑥 + 4 sin 𝑥

𝑥3 2𝜋
 

2. Montrer que :  

 
𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥

𝑥3
 cos

𝑥

2
 𝑑𝑥

∞

0

= − 
3𝜋

16
 

Exercices complémentaires autocorrectifs :  

Exercice 6 :  

Soit f 2π-périodique, paire,  définie par : ∀ 𝒙 ∈  𝟎; 𝝅 , 𝒇 𝒙 = 𝒙.  

1. Montrer que :  

∀𝑥 ∈  ℝ,   𝑓 𝑥 =
𝜋

2
− 

4

𝜋
 

1

(2𝑛 + 1)²

∞

𝑛=0

cos 2𝑛 + 1 𝑥 

2. En déduire que : 

 
1

 2𝑛 + 1 2

∞

𝑛=0

=
𝜋²

8
 

Exercice 7 :  

Soit f 2π-périodique, impaire,  définie par : ∀ 𝒙 ∈  𝟎; 𝝅 , 𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏² 𝒙.  

1. Montrer que :  

∀𝑥 ∈  ℝ,   𝑓 𝑥 =
−8

𝜋
  

1

 2𝑛 − 1  2𝑛 + 1 (2𝑛 + 3)

∞

𝑛=0

sin 2𝑛 + 1 𝑥 

2. En déduire que : 

 
(−1)𝑛

 2𝑛 − 1  2𝑛 + 1 (2𝑛 + 3)

∞

𝑛=0

=
−𝜋

8
   𝑒𝑡 𝑞𝑢𝑒   

1

 2𝑛 − 1 ² 2𝑛 + 1 ²(2𝑛 + 3)²

∞

𝑛=0

=
3𝜋²

256
 

Exercice 8 :  

1. En utilisant le résultat de l’exercice 3, montrer que  

 
sin 𝑎𝑡 cos 𝑥𝑡

𝑡

+∞

−∞

 𝑑𝑡 =   

𝜋    𝑠𝑖  𝑥 < 𝑎 
𝜋

2
   𝑠𝑖  𝑥 = 𝑎

0    𝑠𝑖  𝑥 > 𝑎

  

2. En déduire que : 

 
sin 𝑡

𝑡

+∞

0

 𝑑𝑡 =
𝜋

2
  


