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TD n°6 : Fourier

Séries de Fourier

Coefficient de Fourier

On considere une fonction f continue par morceaux et T-périodique.

1 2,
a ) =7 F@T dt | men
T
2 21 2 ) 21
an(f)=—f f(t)cos(n—t) dt ; bn(f)=—f f(t)sm(n—t) dt| (n€eN)
T (7] T T (7] T
i b
a,=c,+c_, ; by=ilc,—c_,); ¢ _ I 21 -
Cas pratique :
Si f est paire : Si f impaire
b, =0 a, =0
T T
2 (2 2 2 (2 v
a,(f) =2 x—f f(t)cos(n—t) dt b,(f)=2 x—f f(®) sm(n—t) dt
T ), T T ), T

Série de Fourier de f

Sf(x)—70 i cos(n—x>+ bnsin<n27nx>

(0]

SfE =)

n=—oo

2m

Qle”lT

X

Théoreme de Dirichlet (1829)

Soit f définie sur R, C! par morceaux sur ]—g ,g] et T-périodique.

Pour tout réel x : |Sf(x

,_ 1€

x)+f(xh)

2

Théoreme de Parseval

. . . T T A
Soit f définie sur IR, continue par morceaux sur ]_E ;E] et T-périodique.

n=-—oo0

2 = = tzdtou—+za2+b2=—f t)|? dt
D lalt = 7] 1l P G

On écrit aussi :
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(%)2 +% (Z a,? + bnz) = %fT @I dt

Exercice 1:
Soit f 2mt-périodique définie par f(x) = x sur |- .

1. Montrer que:
= (=)™ !sinnx
sp00 =2 ) CD s
n
n=1

2. Convergence.
a. Montrer que:

- 1)" Lsinnx «x
Vx E Z = E

b. Etudierlecasou x =m.
3. Cas particulier. Montrer que

4. Application du Théoreme de Parseval : Montrer que :

5:1
nZ

=1

3

Exercice 2 :
f(x)=1 sur]0;m|

Soit f 2m-périodique, impaire, définie par : {f(nn) — 0 pourn €z

1. Représenter f.
2. Montrer que:

o 4
Vx € R, f(x)= z msin((Zn + 1)x)
n=0

3. Montrer que:

DRt

4. Montrer que:

2

Z (2n + 1)2 E
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5. En déduire que:

-1 - (G m?
Z—2=— , et que —_— =

Transformée de Fourier
La transformée de Fourier (notée F ou TF) d'une fonction f donnée est une opération qui transforme une

fonction f intégrable sur R en une autre fonction notée f ou F. F:f — f(ouF)
A 1 oo .
xX) = — t)e™t dt
f () ) f@®)

Remarque : Cette définition est celle adoptée par les physiciens, on peut aussi définir f sans le facteur
\/%. Il suffit en fait que le produit des constantes dans (1) et (2) fasse 1/2n

Existence : Une condition suffisante d’existence de f est que la fonction f soit absolument intégrable.

La transformée de Fourier inverse. Soit f une fonction donnée admettant une TF
fOG)+fx™) 1 (*
2 vV 2T —o0

f()e ™t dt

Exercice 3 :
f(x)=1 si|x|<a
f(x) =0 sinon

. o 2 sinax N 2
Sixnonnul, f(x)= P et pourx=0 f(0)=a p

Calculer la TF f pour f définie par : {

Réponse :

Exercice 4 :
1. Montrer que si f est paire :

R 2 (T 2 (t°,
flx)= p- , f(t)cosxt dt| et que|f(x) = p- i f(t)cosxt dt

2. Montrer que si f est impaire :

) f +or f ro
fx)y=1 |- f(t)sinxt dt| et que|f(x) = —i [— f(t)sinxt dt
T Jo T Jo

Exercice 5:
fx)=1—-x%*si |x|<1

Fo)=0silx|>1

1. Montrer que la TF f pour f définie par: {
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o —4xcosx + 4sinx
feo = .
xX°V2m
2. Montrer que:

f”’xcosx—sinx X g 3

———————coSs=—dx =— —
0 x3 2 16

Exercices complémentaires autocorrectifs :

Exercice 6:
Soit f 2m-périodique, paire, définie par:V x € [0; ], f(x) = x

1. Montrer que:

T 4 -
Vx € R, f(x):E_EZ o +1)2cos(2n+1)x

2. En déduire que:

Z 2n+ 1)? E

Exercice 7 :

Soit f 2m-périodique, impaire, définie par:V x € [0; ], f(x) = sin® x

1. Montrer que:

-8 © 1 _
Vx € R, f(x)=— =0(Zn_1)(2n+1)(271_|_3)sm(2n+1)x

2. En déduire que:

- (-1)" _-n = 1 3
; n—D@n+1)(2n+3) 8 craue ; (2n— D?Cn+ D?@2n+3)% 256

Exercice 8 :

1. En utilisant le résultat de I'exercice 3, montrer que

T sil|x|<a
*t® sin at cos xt s
j —————dt=<= silx|=a
. t 2
0 si|x|>a

2. Endéduire que :

j+°° sint it T
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