Croissance linéaire : .
Fonctions affines, étude se signe

1re ENS

Dans tout ce qui suit, m et p désignent des nombres réels.
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I. Définitions et exemples
I.1 Définition

,—[Déﬁnition 1 (Fonction afﬁne)] N

Une fonction affine f est une fonction :
fra—flay=mz+p

¢ Le coefficient m est le coefficient directeur;

* La constante p est I’ordonnée a I’origine;

Cas particuliers : si p = 0, la fonction z — mx est dite linéaire et si m = 0 elle est constante.

\ J

fRemarque

| Une fonction affine permet de modéliser un phénomene continu a croissance linéaire.

.2 Exemples

e La fonction x — 2z — 8
est affine car de la forme
T — M —+ p avec:

W Corrigé

m = 2
p=-8

Exercice 1

4

I’ordonnée a 1’origine.

e Lafonctionx — x + —

est affine car de la forme
T — MI —+ p avec:

W Corrigé

2

3. hz)=7m—zx

3

4. i(x) =322 +4

. T
e Lafonctionz — — — 7

est affine car de la forme
T — mx + p avec :

W Corrigé

Parmi les fonctions suivantes, trouver les fonctions affines ; si besoin, préciser la valeur du coefficient directeur et de
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W Corrigé

1. f(x) = zv/2estlinéaire donc affine de la forme
max avec m = /2.

2. g(x) = 2/x n’est pas affine.

2
3. h(z) =7 — 3% est affine de la forme mz + p

2
avecm:—g etp =m.
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4. i(x) = 32% + 4 n’est pas affine.

2

5. j(x) = — n’est pas affine.

x

6. k(z)=(z—-2)(z+4)—2®> =22 +42 22—
8 — 22 = 2z — 8 est affine de la forme ma + p
avecm = 2etp = —8.
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II. Représentation graphique

II.1 Propriété

— Propriété 1 <

On se place dans un repére du plan. On considére f la fonction affine définie sur R par f(z) = ma + p.

* La courbe représentative de cette fonction affine est une droite d’équation y = mx + p.

 L’ordonnée a I’origine p se lit facilement sur I’axe (Oy). C’est I’ordonnée du point d’intersection de la
droite et de cet axe. C’est I’image de 0 par f puisque f(0) = p.

e Cas particulier : la courbe représentative d’une fonction linéaire est une droite qui passe par I’origine
du repere.

I1.2 Proportionnalité des accroissements

Théoréeme 1

f est une fonction affine si, et seulement si, pour tous nombres réels distincts z; et z2, on a :

f(x2) — f (21) —m v A(zy; f(21))
mow {B(xz; f(22))

Mémo :

: écartdesy  écartdes f(x )
coeff. directeur = m = - = — (2) = rise over run
écart des x écart des x

W Preuve

Soit f affine de la forme f(z) = mx + p et deux nombres réels distincts x; et xo. Puisque z1 # 2 on a
(x2 — x1) # 0 et donc le rapport est 1égitime :

f@s) = f (&) _ mas +p— (mar +p)

T2 — T1 T2 —I1
mxo — My

a To — I
_ m (xe — 1)

T2 — T1

Et puisque (22 — 1) # 0, la simplification est 1égitime

Fla2) = fln) _

T2 — T1
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Application 1 : déterminer par le calcul une fonction affine (il faut deux valeurs).
Deux facons de poser la méme question :

—6)=5
« Déterminer la fonction affine f telle que 7(=6)
fB3)=-1
A(=655)

¢ Déterminer la fonction affine f dont la courbe est une droite passant par : {B (3: —1)

W Corrigé

f est une fonction affine d’ot pour tout réel x, f(x) = ma + p avec

_ f(3) = £(=6) . _-1-5 2
m=TS T Ot mMEgTe T3

Ainsi, )
flx) = —3% +p
Or f(3) = —1 (ou A(3; —1) est un point de la droite), d’ou

2
f@) =-1e -2 x3+p=-1

— 2+4+p=-1
<= p=1

2
f est la fonction définie sur R par| f(z) = —37 +1f

Application 2 (Point bac) : déterminer graphiquement une fonction affine ou une équation de droite.

NV
s}

—
ot

a

D

tgf Corrigé

* On lit facilement I’ordonnée a I’origine p = 10

A(0; 10)

donc le coefficient directeur est :
B(1; 5)

* La droite passe par les points {

_ €cartdesy 5—10

= = -5
m écart des = 1-0

» La fonction affine associée a cette droite est donc définie par :

flz) = =5z + 10
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I3 Equation et intersection avec I’axe des abscisses

— Propriété 2 <

Soit f une fonction affine définie pour m # 0 par :

f:{]R—>]R

r > mx—+p

L’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans R et

f(:c):0<:>mx+p:0<:>x:%7

La solution de cette équation correspond a 1’abscisse du point d’intersection A de la droite associée a la

fonction affine et de I’axe des abscisses (Ox), ses coordonnées sont A (—_p ; O) .
m

m <0 m=0 m >0

'/
5

Exemple
g Construire la droites @, associée a la fonction affine f définie par f(z) = 2z + 4 et la droites %, associée
a la fonction affine g définie par g(z) = —3x + 6.

ﬁ Correction
* Pour € :

flz)=0 <= 22+4=0 <= 20=—-4 << z=-2

Cela nous donne le point A(—2 ; 0) d’intersection avec I’axe des a abscisses. Il nous faut un autre
point pour tracer Dy, on prend par exemple f(0) = 4 ce ce qui nous donne I’ordonnée a 1’origine
p==6etlepoint B(0; 4):

o =2 0
flz)=2z+4 0 4
Points A(—2;0) | B(0; 4)

* Pour 6, :

g(z) =0 <= -312+6=0 <= —-32=—-06 <= =2

Cela nous donne le point C'(2 ; 0) d’intersection avec I’axe des a abscisses. Il nous faut un autre point
pour tracer Dy, on prend par exemple g(0) = 6 = p ce qui nous donne I’ordonnée a I’origine p = 6
et le point D(0 ; 6) :

4 2 0
f@) =22+4| 0 6
Points C(2;0) | D(O; 6)
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III. Etude des variations de f

~— Théoréme 2 N

Soit f une fonction affine définie par :

f:{lR—>1R

r > mx—+p

1. Cas m > 0: Si le coefficient directeur m est strictement positif , alors la fonction f est croissante sur R.

2. Casm < 0: Sile coeff. directeur m est strictement négatif , alors la fonction f est décroissante sur R.

3. Cas m = 0: Si le coefficient directeur m est nul , alors la fonction f est constante sur R.

W Preuve

Soit f affine définie par f(x) = ma + p et et deux nombres réels distincts z1 < 5.
Ona:

f(x2) = f(21) = maa 4+ p — (mxy +p) = m (2 — 1)

Puisque 21 < zz ona (g — x1) > 0donc f (x2) — f (z1) est du signe de m.
De ce fait :

1. Casm > 0: Si le coefficient directeur m est strictement positif , alors la fonction f est croissante sur R.

2. Cas m < 0: Sile coeff. directeur m est strictement négatif , alors la fonction f est décroissante sur R.

3. Cas m = 0: Si le coefficient directeur m est nul , alors la fonction f est constante sur R.

III.1 Exemples

* La fonction f définie par f(x) = 2z + 4 * La fonction g définie par g(x) = —3x + 6
est affine car de la forme x — ma + p avec est affine car de la forme x — ma + p avec
m=2>0 m=-3<0
p=4 p=6
Elle est donc croissante sur R car le coefficient direc- Elle est donc décroissante sur R car le coefficient di-
teur est positif. recteur est négatif.
8
7 ng 7
| /¢ A &
5 5
4 4
3
2 2
1 1
C
2 -1 1 2 3 4 -5 —4 =3 -2 —1 1 3 4
-2 -2
-3 -3
—4 —4
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IV. Etude du signe du binéme ma + p

Soit f une fonction affine, de courbe représentative la droite €, définie par f(x) = mx + p.

IV.1 Castrivial:Sim =0

Dans le cas ot m = 0, f(z) = p est donc trivialement du signe de p.

IV2 Casn°2:Sim >0 IV3 Casn°3:Sim <0
Tableau de signe (avec m > 0) : Tableau de signe (avec m < 0) :
T —00 —P +00 T —00 P +00
m m
Signe de mx + p B Signe de mx + p B
(m > 0) ot (m < 0) + 0

. . A\ . . Y
Variations / Variations \

de f / de f \
IV4 Exemples
La fonction f : x +— 2z + 1 est affine car de la forme | La fonction ¢ : x — 2 — 3z est affine car de la forme
x — mx + pavecm = 2 et p = 1. Le coefficient direc- | x — max + p avec m = —3 et p = 2. Le coefficient
teur m = 2 > 0 est positif donc la fonction est strictement | directeur m = —3 < 0 est négatif donc la fonction est stric-
croissante sur R. En outre : tement décroissante sur IR. En outre :

! 2
f(x):0<:>2x+1:0<:>z:f§ g(x):0<:>2—3x:0<:>$:§

1
o 1 .. 5. 2
Eol;llc f(:il) es.t négatif avant @ 0 Oet positif apres Donc g(x) est positif avant 2 = = et négatif apres.
ableau de signe (avec > 0): Tableau de signe (avec m = —3 < 0):

x —00 _—1 +00 )
2 x —00 = +00
3
Signe de 2z + 1 — 0 +
Signe de 2 — 3z + 0 —
Gy @
1Y+ f
- 2
2 + 3

< Fin du cours 3~
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