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Problème I

1. (a) La décomposition en produit de facteurs premiers de 2012 est 22 × 5031. Donc

f(2012) = 22 × 1503 = 4.

(b) • On a 3636 = 272 × 372 donc f (3636) = 722 × 723 = 725 = 215 × 310. D’où

f 2 (3636) = 152×103 = 23×32×55 = 225000 et f 3 (3636) = 32×23×55 = 225000.

• 225000 étant un point fixe de l’application f , on voit de proche en proche que

f i (3636) = 225000 pout tout i > 2.

2. (a) L’entier n = 8 répond à la question car f(8) = 9 et f(9) = 8. On voit donc de

proche en proche que f i(8) = 9 (resp. f i(8) = 8) si i est impair (resp. pair).

(b) • On a f(9) < f(8) donc f n’est pas croissante.

• On a f(1) = 1 < 4 = f(4) donc f n’est pas décroissante.

3. (a) Si tous les facteurs premiers de n ont une multiplicité égale à 1, alors f(n) = 1.

Seuls 1 et les entiers du type précédent ont pour image 1 par f car si n possède

un facteur premier p avec une multiplicité supérieure ou égale à 2, on a forcément

f(n) > 2p > 4 donc f(n) 6= 1.

(b) D’après ce qui précède, f ne peut pas prendre les valeurs 2 et 3. L’équation

f(n) = 2 ne possède donc pas de solution.

(c) • Tout entier de la forme n = 4m, où m est un entier égal à 1 ou ne possédant

que des facteurs premiers impairs de multiplicité 1, est solution.

• Seuls les entiers du type précédent sont solutions. Car si n possède un facteur

premier impair de multiplicité supérieure ou égale à 2, on a f(n) > 23 = 8 et si

n = 2αm avec m entier impair égal à 1 ou n’ayant que des facteurs premiers de

multiplicité 1, on a f(n) = α2 qui ne peut être égal à 4 sans que α soit égal à 2.

4. (a) • Montrons par récurrence que pour tout m ∈ N∗, am−1 > m.

− On a a1−1 = a0 = 1 donc la proposition est vraie pour m = 1.



− Supposons la proposition vraie à un certain rang m ∈ N∗ ; on a am−1 > m, d’où

am > am. Or a > 2 donc (a − 1)m > a − 1 > 1, d’où am > m + 1. Cela prouve

que am > m+ 1 et donc que la proposition est vérifée au rang m+ 1.

• Si b = 0, l’inégalité ab 6 ab est clairement vraie. Si b > 1, d’après le point

précédent, on a ab−1 > b, d’où ab = a× ab−1 > ab.

(b) On peut commencer par démontrer l’inégalité dans le cas où aucun des bi n’est

nul, le cas où au moins un des bi est nul s’en déduisant facilement.

D’après la question précédente, on a : a1b1+a2b2+· · ·+akbk 6 ab11 +ab22 +· · ·+abkk .

Pour conclure, il suffit d’établir que le produit de k entiers x1, · · · , xk supérieurs

ou égaux à 2 est plus grand que leur somme.

Pour cela, considérons m ∈ J1, kK tel que xm = max{xi | i ∈ J1, kK}, on a alors :

x1 + x2 + · · ·+ xk 6 kxm 6︸︷︷︸
∗

2k−1xm 6

 ∏
i∈J1,kK\{m}

xk

× xm =
k∏
i=1

xk

(∗ voir question précédente.)

(c) • Si f(n) = 1, l’inégalité est claire vu que f(f(n)) = f(1) = 1 6 n.

• Si f(n) 6= 1, d’après la question 3.a., n possède au moins un facteur premier de

multiplicité supérieure ou égale à 2 : on a n =
k∏
i=1

paii (k > 1) et il existe i ∈ J1, kK

tel que ai > 2.

Soit alors q1, · · · , qm (m > 1) la liste des nombres premiers distincts apparaissant

dans les décompositions en produit de facteurs premiers des entiers a1, · · · , ak.

On peut ainsi écrire, pour tout i ∈ J1, kK : ai =
m∏
j=1

q
βi,j
j , où les βi,j sont des entiers

naturels tels que : ∀j ∈ J1,mK, ∃ i ∈ J1, kK / βi,j 6= 0.

Alors f(n) =
k∏
i=1

apii =
k∏
i=1

(
m∏
j=1

q
βi,j
j

)pi

=
m∏
j=1

k∏
i=1

q
piβi,j
j =

m∏
j=1

q

k∑
i=1

piβi,j

j .

On a
k∑
i=1

piβi,j 6= 0, donc f(f(n)) =
m∏
j=1

(
k∑
i=1

piβi,j

)qj

.

Or d’après la question précédente,
k∑
i=1

piβi,j 6
k∏
i=1

p
βi,j
i , d’où :

f(f(n)) 6
m∏
j=1

k∏
i=1

p
qjβi,j
i =

k∏
i=1

m∏
j=1

p
qjβi,j
i , soit f(f(n)) 6

k∏
i=1

p

m∑
j=1

qjβi,j

i .

Toujours d’après la question précédente, on a
m∑
j=1

qjβi,j 6
m∏
j=1

q
βi,j
j = ai, ce qui

permet de conclure que f(f(n)) 6
k∏
i=1

paii = n.



(d) D’après ce qui précède, on a ∀i ∈ N, f i+2(n) 6 f i(n). On en déduit facilement

que les suites u =
(
f 2k(n)

)
k∈N et v =

(
f 2k+1(n)

)
k∈N sont décroissantes. Comme

elles sont à valeurs dans N∗, elles sont forcément stationnaires. Si u (resp. v) est

constante à partir du rang k1 (resp. k2) alors r = 2 max(k1, k2) + 1 répond à la

question.

5. (a) L’ensemble des solutions (x, y) ∈ Z2 de l’équation de Bezout 2x + 3y = a est

constitué des couples (x, y) = (2a− 3k, 2k− a) où k ∈ Z (étude classique car 2 et

3 sont premiers entre eux). Pour répondre à la question, il suffit de prouver qu’il

existe k ∈ Z tel que 2a − 3k > 0 et 2k − a > 0, ce qui équivaut à k ∈
[
a
2
, 2a

3

]
.

Comme l’amplitude de l’intervalle
[
a
2
, 2a

3

]
est égale a

6
, celui-ci contient forcément

un entier lorsque a > 6. Si a ∈ {2; 3; 4; 5; 6}, on peut vérifier que c’est aussi le cas.

(b) Si n ∈ E, le résultat précédent permet d’écrire n =
k∏
i=1

p2αi+3βi
i avec k > 1 et

(αi, βi) ∈ N2, soit n = a2b3 en posant a =
k∏
i=1

pαi
i et b =

k∏
i=1

pβii (les entiers a et b

ne peuvent être simultanément égaux à 1). On a alors n = f(m) avec m = 3b si

a = 1, m = 2a si b = 1 et m = 2a3b sinon (dans chaque cas, m ∈ E).

(c) 20122012 = (20121006)
2

donc m = 2(20121006) convient.

(d) La réciproque est vraie. En effet si n = f(m) avec m ∈ E, on a n =
k∏
i=1

apii avec

k > 1, pi premier et ai > 2. Comme ∀i, pi > 2, on voit aisément que n ∈ E.

Problème II

Remarque préliminaire : Notons En l’ensemble {0; 1; · · · ;n}. Une partie de En contenant

au moins la moitié des éléments de En contient au moins un élément supérieur ou égal à
n− 1

2
. En effet, sinon elle ne contiendrait que des éléments strictement inférieurs à

n− 1

2
,

qui sont strictement minoritaires dans En.

Montrons alors par récurrence sur n ∈ N, la proposition P(n) :

pour tout entier k ∈ [0;n], uk 6
2

k + 2
.

• P(0) est vraie vu que u0 = 1 =
2

0 + 2
.



• Supposons que P(n) soit vraie à un certain rang n ∈ N.

On sait qu’au moins la moitié des termes u0, u1, ... , un sont supérieurs ou égaux à 2un+1.

D’après la remarque préliminaire, il existe donc un entier k tel que
n− 1

2
6 k 6 n vérifiant

2un+1 6 uk. Par hypothèse de récurrence, on a uk 6
2

k + 2
. D’où un+1 6

2

2k + 4
.

Or k >
n− 1

2
donc 2k+ 4 > n+ 3 donc un+1 6

2

n+ 3
, ce qui prouve que P(n+ 1) est vraie.

Bilan : Cela établit par récurrence que P(n) est vraie pour tout n ∈ N. On a alors pour

tout n ∈ N, 0 6 un 6
2

n+ 2
. Le théorème des gendarmes entrâıne alors que (un) converge

vers 0.

Problème III

1. Un trajet x est la donnée d’une permutation de l’ensemble {2; · · · ;n}. Il y a donc

(n− 1)! trajets possibles.

2. (a) Notons x1, x2, · · · , xn, xn+1 les numéros successifs des maisons par lesquelles passe

le facteur (on a en particulier x1 = xn+1 = 1). Soit p l’entier tel que xp = n. La

longueur du trajet x vaut :
n∑
k=1

|xk+1 − xk| =
p−1∑
k=1

|xk+1 − xk|+
n∑
k=p

|xk+1 − xk|.

Or

p−1∑
k=1

(xk+1 − xk) = xp − x1 = n− 1 et
n∑
k=p

(xk+1 − xk) = xn+1 − xp = 1− n,

donc d’après l’inégalité triangulaire :
p−1∑
k=1

|xk+1 − xk| >

∣∣∣∣∣
p−1∑
k=1

(xk+1 − xk)

∣∣∣∣∣ = n− 1,

et
n∑
k=p

|xk+1 − xk| >

∣∣∣∣∣
n∑
k=p

(xk+1 − xk)

∣∣∣∣∣ = n− 1.

On en déduit que
n∑
k=1

|xk+1 − xk| > 2(n− 1).

(b) •Remarque préliminaire : Si u1, · · · , uN sont N réels tels que
N∑
k=1

|uk| =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

uk

∣∣∣∣∣,
alors les uk sont tous positifs ou tous négatifs.

En effet on a

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

uk

∣∣∣∣∣ = ε
N∑
k=1

uk avec ε ∈ {−1; 1}. Donc :



N∑
k=1

|uk| −

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

uk

∣∣∣∣∣ =
N∑
k=1

(|uk| − εuk).

Pour tout k, on a |uk| − εuk > 0, donc la somme précédente est nulle si et seule-

ment si on a |uk| = εuk pour tout k. Cela impose aux uk d’être tous du même

signe que ε.

• Considérons un trajet x avec xp = n, xk < xk+1 pour 1 6 k < p, et xk > xk+1

pour p 6 k 6 n. La longueur du trajet x vaut :
p−1∑
k=1

(xk+1−xk)+
n∑
k=p

(xk−xk+1) = (xp−x1)+(xp−xn+1) = (n−1)+(n−1) = 2(n−1).

D’après la question précédente, il s’agit donc d’un trajet de longueur minimale.

• Réciproquement un trajet de longueur minimale est forcément du type précédent.

En effet, soit x un tel trajet et p l’entier tel que xp = n.

La longueur du trajet x vaut

p−1∑
k=1

|xk+1 − xk| +
n∑
k=p

|xk+1 − xk| et on a vu à la

question précédente que

p−1∑
k=1

|xk+1 − xk| > n− 1 et
n∑
k=p

|xk+1 − xk| > n− 1.

Pour que le trajet x soit de longueur 2(n− 1), il est donc nécessaire d’avoir :
p−1∑
k=1

|xk+1 − xk| = n− 1 et
n∑
k=p

|xk+1 − xk| = n− 1.

La remarque préliminaire prouve alors que les xk+1−xk sont tous du même signe

que x2 − x1︸ ︷︷ ︸
x2−1>0

pour 1 6 k < p et tous du même signe que xn+1 − xn︸ ︷︷ ︸
1−xn<0

pour p 6 k 6 n.

On a donc bien xk < xk+1 pour 1 6 k < p et xk > xk+1 pour p 6 k 6 n.

• Bilan : Un trajet de longueur minimale est donc la donnée d’une partie de l’en-

semble {2; · · · ;n−1} (constituée par les xk pour 2 6 k < p). Il y a par conséquent

2n−2 trajets de longueur minimale.

3. (a) Pour n = 5 (resp. n = 6), le trajet (5; 2; 4; 3) [resp.(6; 2; 5; 3; 4)] qui a pour lon-

gueur 12 (resp. 18), est de longueur maximale.

(Voir question suivante pour une justification dans le cas général.)

(b) Soit x un trajet ; sa longueur vaut ` =
n∑
k=1

[max(xk+1, xk)−min(xk+1, xk)].

Or max(xk+1, xk) + min(xk+1, xk) = xk + xk+1, donc

max(xk+1, xk)−min(xk+1, xk) = 2 max(xk+1, xk)− (xk + xk+1), d’où



` = 2
n∑
k=1

max(xk+1, xk)−
n∑
k=1

(xk + xk+1)︸ ︷︷ ︸
2×

n∑
k=1

xk

= 2
n∑
k=1

max(xk+1, xk)− n(n+ 1).

Notons que dans la suite (max(xk+1, xk))16k6n, un même entier peut apparâıtre

au plus deux fois.

• Supposons n pair.

On a donc
n∑
k=1

max(xk+1, xk) 6 2
n∑

k=n
2
+1

k = n
2

(
n+ n

2
+ 1
)

= n(3n+2)
4

,

d’où ` 6 2 × n(3n+2)
4
− n(n + 1), soit ` 6 n2

2
, l’égalité ne pouvant avoir

lieu que lorsque tout entier dans
q
n
2

+ 1;n
y

apparâıt exactement deux fois dans

la suite (max(xk+1, xk))16k6n, c’est-à-dire quand chaque maison dont le numéro

appartient à
q
n
2

+ 1;n
y

est desservie juste avant et juste après une maison dont

le numéro appartient à
q
1; n

2

y
.

Bilan : Finalement, lorsque n est pair, la longueur maximale d’un trajet vaut n2

2
.

Elle est atteinte par n’importe quel trajet oscillant de part et d’autre du milieu

de l’intervalle formé par les maisons numéros 1 et n.

• Supposons n impair.

On a donc
n∑
k=1

max(xk+1, xk) 6 n+1
2

+2
n∑

k=n+3
2

k = n+1
2

+n−1
2

(
n+ n+3

2

)
= (n+1)(3n−1)

4
,

d’où ` 6 2× (n+1)(3n−1)
4

− n(n+ 1), soit ` 6 n2−1
2

, l’égalité ne pouvant avoir

lieu que lorsque tout entier dans
q
n+3
2

;n
y

apparâıt exactement deux fois dans la

suite (max(xk+1, xk))16k6n et lorsque l’entier n+1
2

n’y apparâıt qu’une seule fois,

c’est-à-dire quand chaque maison dont le numéro appartient à
q
n+3
2

;n
y

est desser-

vie par le facteur juste avant et juste après une maison dont le numéro appartient

à
q
1; n+1

2

y
, et quand la maison numéro n+1

2
est desservie juste avant une maison

dont le numéro appartient à
q
1; n−1

2

y
et juste après une maison dont le numéro

appartient à
q
n+3
2

;n
y
, ou l’inverse.

Bilan : Lorsque n est impair, la longueur maximale d’un trajet vaut n2−1
2

. Elle

est obtenue par n’importe quel trajet qui oscille de part et d’autre de la maison

numéro n+1
2

, mis à part le moment où le trajet passe par cette maison (le facteur

en repart dans le même sens que celui dans lequel il est arrivé).

4. Notons S l’ensemble des permutations x = (x2, · · · , xn) de l’ensemble J2;nK. Comme

précemment, on posera x1 = xn+1 = 1).



Si n = 2, l’espérance vaut 2 (il n’y a dans ce cas qu’un seul trajet, de longueur 2). On

peut donc supposer n > 3.

L’espérance cherchée vaut ε =
1

(n− 1)!

∑
x∈S

n∑
k=1

|xk+1 − xk| , d’où :

(n− 1)! ε =
n∑
k=1

∑
x∈S

|xk+1 − xk| =
n−1∑
k=2

∑
x∈S

|xk+1 − xk|+
∑
x∈S

|1− xn|+
∑
x∈S

|x2 − 1|

• Soit k ∈ J2;n− 1K ; on a
∑
x∈S

|xk+1 − xk| =
n−2∑
j=1

∑
x∈S / xk+1−xk=±j

j .

Il y a 2(n − j − 1) façons de choisir un couple (xk, xk+1) tel que xk+1 − xk = ±j.
Il y a donc 2(n − 3)!(n − j − 1) façons de choisir une permutation x ∈ S telle que

xk+1 − xk = ±j.

On en déduit que
∑
x∈S

|xk+1 − xk| =
n−2∑
j=1

2(n− 3)!(n− j − 1)j ,

soit
∑
x∈S

|xk+1 − xk| = 2(n− 3)!(n− 1)
n−2∑
j=1

j − 2(n− 3)!
n−2∑
j=1

j2.

Or
n−2∑
j=1

j =
(n− 1)(n− 2)

2
et

n−2∑
j=1

j2 =
(n− 2)(n− 1)(2n− 3)

6
,

d’où
∑
x∈S

|xk+1 − xk| = (n− 1)(n− 1)!− 1

3
(2n− 3)(n− 1)! =

n!

3
.

• On a
∑
x∈S

|1− xn| =
∑
x∈S

|x2 − 1| =
n−1∑
j=1

∑
x∈S / x2=1+j

j =
n−1∑
j=1

(n− 2)!j =
n!

2︸︷︷︸
(n−2)!n(n−1)

2

.

• Finalement (n− 1)! ε = (n− 2)n!
3

+ n! = (n+1)n!
3

, d’où ε = n(n+1)
3

.


