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Devoir Surveillé n°6
Correction)

Seconde

j Mathd3.com Vecteurs et Inéquation
Durée 100 min - Coeff. 2
Noté sur 34 points

L’usage de la calculatrice avec mode examen actif ou sans mémoire, « type collége » est autorisé.

Le sujet est composé de 5 exercices indépendants. La durée de I’épreuve est de 100 min.

Sauf mention contraire, toute les réponses doivent étre justifiées.

Le candidat est invité a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incomplete ou non fructueuse, qu’il
aura développée. Il est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements seront
prises en compte dans [’appréciation des copies.

Exercice 1. Une histoire de médianes S points

On considere un triangle quelconque ABC. On note A’ le milieu du segment [BC], B’ le milieu du segment [AC]
et C’ le milieu du segment [AB].

oA

- Remarque
| Vous pourrez faire sur votre copie une figure que vous compléterez au fur et a mesure. Ce n’est

pas exigé.

On considere le point M, isobarycentre des points A, B et C' donc tel que :

%
AM +BM +CM =0 (D
1. Montrer que :
2o
CM :gCC

4

Corrigé (3 points)

— —
AM +BM +CM =0 <— AC +CM +BC +CM +CM =0
5 —
<~— 3CM + AC +BC =0
<~— 3CM =CA +CB
g / / / /
— 3CM =CC" +C'A +CC" +(C'B

<~ 3CM =2CC" +C'A +(C'B
N————

—
0
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. . — = =
Or puisque C” est le milieu du segment [AB]Jona:C'A +C'B =0

_— —
— 3CM =20’

= 2o
— |CM :§CC

2. En déduire que le point M appartient a la médiane (CC’).

4

Corrigé (1 point)

= 2= . = A o . .
CM = -CC" de ce fait les vecteurs CM et CC” sont colinéaires et donc le point M appartient &
la droite (C'C”) qui est la médiane issue de C du triangle ABC.

3. On admet pour la suite que :
= 2T
BB et AM = gAA

Que peut-on conclure ?
WCorrigé (1 point)
— 22— . _— = L .
* BM = gBB’ de ce fait les vecteurs BM et BB’ sont colinéaires et donc le point M

appartient a la droite (BB’) qui est la médiane issue de B du triangle ABC.

— 22— _ —_— — o .
e AM = —AA" de ce fait les vecteurs AM et AA" sont colinéaires et donc le point M appar-
tient a la droite (AA’) qui est la médiane issue de B du triangle ABC.

* On vient de montrer que les trois médianes du triangles sont concourante en le point M et que
ce point est situé au 2/3 de chacune des médiane.
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Exercice 2. Barycentre 7 points

— Définition 1 N

Soient A et B deux points distincts du plan et a et b deux réels tels que a + b # 0.
On appelle barycentre des points pondérés (A, a) et (B , b) le point G vérifiant :

— == =
aAG +bBG =0.

On note :
G = bar{(A,a), (B,b)}.

\ J

,—[Déﬁnition 2 (Barycentre de 3 points)} \

Soient A, B et C' trois points distincts du plan et a , b et ¢ trois réels tels que a + b+ ¢ # 0.
On appelle barycentre des points pondérés (A, a), (B,b) et (C,c) le point G vérifiant :

wAG +bBG +cCG = 0.

On note :
G = bar{(A, a), (B,b)), (C, c)} .

\. J

L’ Objectif de cet exercice est de construire facilement le point M, barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 2)
et (C,3), que 'on note M = bar { (A,1),(B,2)), (C,3)}. Cest a dire le point M vérifiant

%
1AM +2BM +3CM =0.

On considere le point H, barycentre des points pondérés (A, 1), (B,2), que 'onnote H = bar { (4,1), (B,2))}.
C’est a dire le point H vérifiant
1AH +2BH =0.

1. Sur votre copie, construire un triangle quelconque ABC (on dit que c’est un triangle scaléne).

4

, Corrigé (Non noté)

2. Montrer que :

5
|

Wl

4

Corrigé (2 points)
On sait que H = bar{(A, 1), (B,Q)} et1+ 2 +#0,donc:

— = = N =
AH +2BH =0 <« AH +2(BA +AH):0

e — =

N

< 3AH +2BA =0
— —
<— 3AH =2AB
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Ainsi :
— A==
AH = - AB |

3
3. Construire H sur votre figure.
%Corrigé (0,5 point)

D’apres la question précédente :

—_— 2 —

Donc H appartient au segment [AB] et partage [AB] dans le rapport :

AH :HB=2:1.

4. Montrer que :
M =bar {(H,3),(C,3)}

4

Corrigé (3 points)
On sait que :

> =
=0

AM +2BM +3CM
— — =
AH +2BH =0

—_— - =
On veut montrer que M = bar { (H,3), (C,3) } donc que 3BHM +3CM =0 .

* Ona:
— —
AM +2BM +3CM =0 <= (AH +HM )+2(BH +HM )+3CM =0
—
< AH +2BH +3HM +3CM =0
— — —_— = — — =
<~ 0 +3HM +3CM =0 car AH +2BH =0.
Donc : -,
3HM +3CM =0 .

Cela montre que :

M =bar {(H,3),(C,3)}.

5. En déduire que M est le milieu du segment [HC].

4

Corrigé (1 point)

D’apres la question précédente :

!

e — —
3HM +3CM =0.

— P
Donc HM = -CM
Donc :

M est le milieu du segment [H (.
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6. Construire M sur votre figure.

4

Corrigé (0,5 point)
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Exercice 3. Equations ... équations 6 points

- — - —
On se place dans un repere orthonormé <O, 1, ] >du plan. Soit u et v les vecteurs de coordonnées :

— [z —6 - ([ =3
U et v ; €R
2 z+1

- =
1. Pour quelles(s) valeurs(s) du réel = les vecteurs v et v sont-ils colinéaires ?

4

Corrigé (2,5 points)
g

Les vecteurs © et v sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul soit :

r—6 -3
2 z+1
(z—6)(x +1) — (=6) =0
’+2—-6x—-6+6=0
22 —5x=0
z(x—5)=0

- =
det(u;v>:0(:) =0

[ A

|x=0 ou x:5|

2. Montrer que :
=12,
HuH =x° — 12z + 40

4

—2
| HUH =(2-6)2+4=2%—-1224+36+4=2%— 1224 40

Corrigé (1 point)

— 12
o[

3. De méme calculer ‘

7
|

- =
4. Pour quelles(s) valeurs(s) du réel z les vecteurs © et v sont-ils de méme norme ?

Corrigé (1 point)

_)

v

2 2 2 2 2
‘ =(-3)*+(z+1)*"=94z"+2xr+1=2z"+2x+10
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4

Corrigé (1,5 points)

=12 =2 2 2
HUH =||v ’ <— 2 — 122 +40 =2 + 22 + 10
— 22— 1224+40— (z2+224+10) =0
— 22— 1204+40 - 22 -2 -10=0
— —14z+30=0
—112 —112 15
[ =] = ===
7
Exercice 4. Vecteurs et coordonnées 6 points

: N . - = . . .
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1,7 ) On considere les points suivants :

A(B;0), B(1;2),C(2; =3) et D(0; —2)

~“ Remarque
Dans cet exercice, aucune figure n’est demandée mais vous pouvez en faire une rapidement
pour vous aider.

_—% H . . , .
1. Les vecteurs AC et BD sont-ils colinéaires ?

4

Corrigé (2 points)
A(5; 0)
B(l; 2 —ac (3} aBD [
C(2; -3) -3 —4
D(O ) _2)
Or
— = -3 -1
det(AC’;BD): —0
-3 4
=12—(-3) x (-1)
=12-3=9+#0

Donc les vecteurs AC' et BD ne sont pas colinéaires.

2. Démontrer que le quadrilatere ABDC est un trapéze.

WCorrigé (2 points)
Un trapeze est un quadrilatere ayant 2 c6tés opposés paralleles.

— =
Puisque les vecteurs AC' et BD ne sont pas colinéaires, vérifions si les cotés (AB) et (CD) sont
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paralleles.
A(55 0)
B(1; 2 — [ —4 — [ =2
(13 — AB et CD
C(2; -3) 2 1
D(0; —2)
Donc - .
AB =2CD
Les droites (AB) et (CD) sont paralleles et ABDC est bien un trapeze.

—

3. Soit F'le point défini par: CF = - CA .

wil N

Calculer les coordonnées du point F'.

4

Corrigé (2 points)
A5 0 — 2
(55 0) et CF ==CA
C(2; -3) 3
donc en passant aux coordonnées on obtient :
2
xF—2:§(5—2) Tp—2=2 xp =4
9 <~ <~
yr = (=3) = 30~ (-3)) yr 3 =2 il

<P Tournez la page . ..
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Exercice 5. Inéquation 10 points

On considere la fonction f définie par :

1822 — 5122 + 11z + 10

1. Déterminer les valeurs interdites et I’ensemble de définition Dy.

4

Corrigé (1 point)

Le dénominateur est 22 — 1.
2 -1=0 <<= 2’2=1 < (z=1o0u z=-1)

Donc les valeurs interdites sont —1 et 1 et :

Di =R\ {-1;1}

2. Factorisation par identification.

On admet qu’il existe deux réels a et b tels que :
182 — 512® + 11z + 10 = (2 — 3z)( — 62° + az + b).

Déterminer a et b par identification.

4

Corrigé (2 points)
Développement puis identification :
(2—3x)(—6x2+ax—|—b) :2(—6x2+aaz+b) —333(—6332+ax—|—b)
= ( — 1222 + 2az + 2b) + (18x3 — 3ax? — Bbx)
= 182" + (— 12 — 3a)2* + (2a — 3b)z + 2b.

On identifie avec 1822 — 5122 + 11x + 10 :

—12—-3a = -51
20 —-3b = 11
2b = 10

—12—-3a=-51 <— —-3a=-39 < a =13,
2b=10 < b =5,

et I’on vérifie :
20 —3b=2x%x13—-3x5=26—15=11.

Ainsi :

la=13 et b=05.]

3. Montrer que pour tout réel w de Dy ona:

(2 - 32)(3z + 1)(5 — 2z)
(z—1)(z+1)

fz) =
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Corrigé (1.5 point)
On a montré :

182% — 512% + 11z + 10 = (2 — 3z)( — 62 + 13z + 5).

Or:
(3z +1)(5 — 22) = 15z — 622 +5 — 2z
= —622 4 13z + 5.
Donc :
1823 — 5122 + 11z + 10 = (2 — 32)(3z + 1)(5 — 22).
De plus :

2—1=(z—-1)(z+1).

Ainsi, pour tout z € Dy :

(2 —3x)(3x +1)(5 — 2x)

flo) = (z—1)(z+1)

4. Résoudre dans R I’inéquation :
f(z) = 0.

(On dressera avec rigueur un tableau de signes de chaque facteur avant de conclure.)

4

Corrigé (4,5 points)

On utilise 1’écriture factorisée :

(2 —3z)(3x + 1)(5 — 2x)
(x —1)(x +1)

f(z) = avec Dy =R\ {-1; 1}.

Etude rapide du signe de chaque facteur :

e r—— 2 — 3z est une fonction affine de coefficient directeur —3 < 0 donc décroissante :

2—-3rx>0six <

’

2—3x=0s1ixz =

)

2—-3x<0sixz > —.

Wl NW| W N

e z+—— 3z + 1 est une fonction affine de coefficient directeur 3 > 0 :

1
3x+1<05ix<—§,

1
T + six 3

1
3x+1>05ix>—§.
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e ¢ —— 5 — 2z est une fonction affine de coefficient directeur —2 < 0 donc décroissante :

5—2x>0six <

5—2x=0six =

| oo G| Ot

5—2x <0six >

e ¢z —— & — 1 est une fonction affine de coefficient directeur 1 > 0 donc croissante :

r—1<0siz <1,
r—1=0six=1,

z—1>0sixz>1.
e ¢z —— x + 1 est une fonction affine de coefficient directeur 1 > 0 donc croissante :

r+1<0siz<—1,
r+1=0siz=-1,

z+1>0siz>—1.

Tableau de signes :

1 2 )
a5 —00 —1 —3 3 1 3 +o0
signe de (2 — 3z) + i + 0 — — _
signe de (3x + 1) - — 0 + + + +
signe de (5 — 2x) + + = + + 0 —
signe de (z — 1) - = = — 0 + +
signe de (z + 1) — 0 + + + + +
signe de /(z) - f 0 - 0+ S

Conclusion. On lit dans la derniére ligne que f(x) > 0 pour :
€ |1 L U 2 1l U > T
x€|-1; —= = —; +oof.
) 3 3 ) 2 )

{xe]Rf(x)zo}:}—l;—%} U [§;1[u [g;—l—oo[.

Donc :

5. Sans effectuer de calcul, donner le signe de f (7).
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4

Corrigé (1 point)

)
Onanm~ 3,14 € [5 ; +00 [ , intervalle sur lequel la fonction f est positive d’apres le tableau de

signes. Ainsi :

f(m) > 0.

~ Fin du devoir &
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