Fonction Logarithme
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I Lafonction logarithme népérien

La fonction exponentielle est continue, strictement croissante et strictement posi-
tive sur R.

D’apres le théoréme de la valeur intermédiaire, pour tout réel k > 0, I'équation
e” = k admet donc une unique solution dans R.

On définit une nouvelle fonction appelée logarithme népérien qui a tout réel k
strictement positif, associe son unique antécédent par la fonction exponentielle.

I.1 Définition

,—[Déﬁnition 1 (La fonction logarithme népérien)] N\

¢ On appelle logarithme népérien du réel k strictement positif, 'unique solution a de I'’équation
d’inconnue x définie par :

e*=k
On note a = In k cette solution qui se lit « logarithme népérien de k» .

e’ =k=eF=k

¢ Lafonction logarithme népérien est la fonction qui, a tout réel strictement positif x, associe In x.

avec e
x — Inx

0; + — R
In : { 103 ool Inx— x

Remarques
* OnnoteInx, aulieu de In(x), le logarithme népérien de x, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité.
e e’=1doncin(1)=0.
e el=edoncin(e)=1.
e Pour tout réel a > 0, 'équation e* = a a pour unique solution x =Ina.

* Ondit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.
Dans un repere orthonormé, leurs courbes représentatives sont symétriques par rapport a la droite 2 d’équa-
tion y = x.

.2 Conséquences

1. La fonction In est définie et continue sur ]0; +ool.

2. Pour tout réel x strictement positif : 3. Pour tout réel x :

elnx:x ln(ex)zx
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1.3 Etude de la fonction

1. Lafonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel x> 0:
1
In'(x) = -
X

2. Lafonction In est strictement croissante sur ]0; +ool.

X 0 1 +00o

S —

In(x) /

3. Pour a et b strictement positifs,

a=b<=Ina=Inb
a<b<=Ina<Inb

Preuve.
On admet que la fonction In est dérivable sur ]0;+ool[. Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) = e!™*. La
fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel x > 0,

fl(x) =In'(x) x e™¥ =1n'(x) x x

Or pour tout réel x > 0,
f=x= fx)=1
Ainsi pour tout réel x > 0,

1
In(x)xx=1=1n"(x) = —
X

La dérivée de la fonction In est strictement positive, donc la fonction In est strictement croissante sur ]0; +ool.

I.4 Conséquences

Pour tout réel x strictement positif :

{lnsz«:»le

= lnx<0<<=0<x<1
Inx>0<=x>1
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I.5 Courbe représentative

e=x27

X 0 0.1 0.5 1 2 e=27| 3 4 5 6 7 8 9 10
Inx | Indéfini | -2.3 | -0.7 | 0.0 | 0.7 1.0 1.1 (14|16 | 1.8 |19 |21 |22 |23
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II Propriétés algébriques

II.1 Propriété fondamentale

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a x b) =In(a) + In(b)

Preuve.
Soient a > 0 et b > 0 deux réels strictement positifs, on a par définition de la fonction In :

a= elna , b= elnb et axb= eln(axb)

D’autre part :
axb= elna « elnb — elna+lnb

D’ou
eln(axb) — elr1a+lr1b
Donc
In(ax b)=lna+Inb
Remarques

* John Napier inventa en 1617 les logarithmes, du grec logos (rapport, raison) et arithmos (nombre), et une mé-
thode de calcul transformant les multiplications en additions.
La fonction exponentielle transforme une somme en produit, sa fonction réciproque, la fonction logarithme

népérien transforme un produit en somme.

II.2 Autres regles de calcul

Théoréeme 3

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif :

3. In(@®)=nlna

4. In(va) = 1lna

1
1. ln(—) =—-Ina
a = —
2

2. ln(%) =lna-Inb

Preuve.

1 1
1. Soita>0alors — >0.0rax — =1donc
a a
1 1 1
ln(ax —) =Inl < Ina+In—=0 < In— =-Ina
a a a

2. Soienta>0etb>0 ) )
ln(%) =1n(a>< E) =lna+lnz =lna-Inb

3. Soient a > 0 un réel strictement positif et 7 un entier relatif,

n n
eln(a ) — a” et enlna — (elna) =a"

Donc en(@") = gnlna o par conséquent, In (a™) = nlna.

4. Soit a> 0 alors (v/a)® = a donc

ln(z:ln(\/ﬁ)2 =2Inva

4/7
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III Equation x" = k et concavité

III.1 Equation x" = k

Soit x et k des réels strictement positifs et 7 un entier naturel.
L'équation x” = k admet une unique solution dans ]0; +oo[ qui est :

Ink
X"=kex=e n

Exemple : Il est souvent plus rapide de résoudre ce genre d’équation ainsi :

(x+1)°=0,2 < In(x+1)° =1n0,2
<~ 5In(x+1) =1In0,2

Ino,2
—Inkx+1)=——

Ino,2
@eln()ﬁ'l):e 5
Ino,2
—x+l=e 5
Ino,2
c}xzeT—l

III.2 Concavité de la fonction logarithme

La fonction logarithme népérien est concave sur l'intervalle ]0; +oo[. La courbe représentative de la fonc-
tion In est donc située au dessous de ses tangentes.

Sur l'intervalle ]0; +ool, la courbe représentative de la fonction In est donc située au dessous de la droite
d’équation y = x, c’est a dire de la premiere bissectrice du repére.

y
y=e’
ex27
y=Inx
/1
4 1 e ~2.7 x
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IV Equations et inéquations

Les fonctions In est exponentielle sont strictement croissantes, on peut donc (sous réserve d’existence) composer par
In et exp dans les inéquations (et équations). La propriété utilisée pour la résolution d’équations et d’inéquations est
la suivante :

Pour tout réel x strictement positifon a: Pour toutréel xon a:

enr =y In(e*)=x

Ce que 'on écrit souvent de facon abusive :

| el TRUC _ 7Ry et [In (e TRVC) = TRUC

IV.1 Inéquations et suites : Point BAC

,—[Exemple 1 (Avec les suites)]

On considere la suite (a,) définie par :
VYneN; a,=85x%(0,2)"+ 15
Résoudre dans I'’ensemble des entiers naturels

a, <15,004

On a pour tout entier 7 :

a, < 15,004 < 85 x 0,2" +15 < 15,004
< 85x0,2" <0,004
0,004

«—0,2" <
85

On compose dans les deux membres par la fonction In strictement croissante sur ]0; +oo[ soit :

0,004

85
0,004

a, < 15,004 < 1n0,2" <In

<~ nlno,2<In

On divise les deux membres par In0,2 < 0, 'ordre change :

0,004

In———

a, <15,004 <> n>—32_ ~62
Ino,2

Donc puisque 7 est un entier positif, les solutions de I'inéquation sont les entiers supérieurs ou égauxa 7.

a,<15,004d <= n=7

Astuce : Le piege dans ce genre de question est la division par In g dans une inégalité. Il faut bien avoir en téte que :

* Sige€]0; 1[alorsIn g < 0. Il faudra donc changer le sens de 'inéquation si on divise chaque membre par In g.
e Sl g>1alorslng > 0. Dans ce cas, 'ordre ne changera pas aprés division par In g
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IV.2 Inéquations et suites fonctions : Point BAC

Fonction Logarithme

Lapplication essentielle est 'étude de signe d’'une fonction dérivée afin de dresser le tableau de variations sur un
intervalle donné. La rédaction est toujours la méme, il faut faire trés attention au fait que les solutions des inéquations

doivent appartenir a 'intervalle. On procede toujours ainsi

[Méthode 1 (Signe de la dérivée)]

8e™*
Soit f la fonction définie sur [0; 8] par: f(x) = ———.
! par:f (20e* +1)2
Un logiciel donne la dérivée de f sur [0; 8] :
20e * -1
'x)=8e Fx ——
;' (20e~* +1)3

Etudier les variations de [ etdresser le tableau de variations sur [0; 8].

1. On exhibe les termes strictement positifs.

La fonction exponentielle est strictement positive sur R de ce fait :

Vx€[0;8];e‘x>0=>{

2. Ftude du signe de la dérivée.
La dérivée est donc du signe 20e ™ — 1 soit

On a pour toutréel x€ [0; 8] :

fl(x)=0=20e*-1=0

X

flx)=0=e"

En composant par la fonction In définie sur
10; +oo[,on a:

—1n20

1
"x)=0 —x=In—
fx — -Xx n20
fl(x)=0= x=1n20=3€[0; 8]

soit

Vxel[0;8];|f'(x) =0 <= x=1n20

En conséquence :

8e *>0
0e *+1)% >0

En outre pour toutréel x€ [0; 8] :
fl(x) <0<==20e*-1<0

1
! —X
X)<0<=e " <—
! 20
En composant par la fonction In strictement
croissante sur ]0; +oo[,ona:

—-1n20

1
") <0e= -x<In—
f(x) X n20

x>In20=3

! 0
F< (:){ et xe[0; 8]

soit

Vxel0; 8];

fl(x)<0<=1In20<x<8

f'(x)<0<=1In20<x<8
=

f'(x)=0< x=In20

f'(x) >0 0<x<In20

3. On dresse alors le tableau de variations de f.

X 0 In20 8
f 4 (x) + 0 -
fn20)
f / \
8
212 f®)
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