Suites

l Math93.com Terminale ES/L
I Suites géométriques
I.1 Définition
,—[Déﬁnition 1 (Suite géométrique)} N\

Une suite (uy) ey est dite géométrique lorsque chaque terme se déduit du précédent en le multipliant par une
constante ¢, appelée raison.

La suite u définie par son premier terme uy et pour tout entier n, par la relation de récurrence u,+1 = gu, est une suite
géométrique de raison g.

U

Up+l =X Up

(Un)pen {

I.1.1 Exemples: évolution en pourcentage

Proposition 1

t
¢ Augmenter une grandeur de t% équivaut a multiplier sa valeur par (1 + m)

t
¢ Diminuer une grandeur de t% équivaut a multiplier sa valeur par (1 - m)

Un capital de 2000 € est placé au taux d’intérét composé de 1,5% par an. On note Cj, le capital disponible au bout de n années

1,5
(avec n = 1 entier), faire une augmentation de 1,5% c’est multiplier par (1 + ﬁ =1,015 alors:

’

100

Cn+1=(1+ )an=1,015><Cn

Ainsi, la suite (Cj;) est une suite géométrique de premier terme Cp =2 000 et de raison g = 1,015.

Pour lutter contre la pollution, un groupe industriel décide de réduire progressivement sa quantité de rejets de 10% par an. En
2014, la quantité de rejets était de 90 000 tonnes. On note r, la quantité de rejets 'année 2013+ n, avec n= 1, d’'ou:

10
Tn+l = l_ﬁ xrp,=0,90xr,

Ainsi, la suite (r,) est une suite géométrique de premier terme r; =90 000 et de raison 0,9.

[...] Afin d’entretenir son parc automobile, il décide de revendre, au ler mars de chaque année, 25% de son parc
et d'acheter 3 000 voitures neuves. On modélise le nombre de voitures de l'agence a l'aide d’'une suite : Pour tout entier naturel n, on
note u, le nombre de voitures présentes dans le parc automobile au ler mars de 'année 2015 + n. On a donc uy = 10000.
Expliquer pourquoi pour tout entier naturel n, u,.; = 0,75u,, + 3000.
Le nombre de voitures présentes dans le parc automobile au ler mars de 'année 2015+ (n+1), soit u,+1 sS'obtient en effectuant une
réduction de 25% des u,, voitures de I'année précédente, et en ajoutant 3 000 voitures neuves. Diminuer de 25%, c’est multiplier
par 0,75 donc on obtient, pour tout entier 7 :

Up+1 =0,75u, +3000

La suite (u,) est-elle géométrique ?
On a facilement :

Uy =10000 W _ 10500 _
_ U 10000
u, =10875 w ~ 10500 ’

Donc la suite (u,,) n’est pas géométrique.
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I.2 Représentation d’'une suite géométrique
xq xq xq xq
© (e ) ©
+q +q +q +q

Remarque : Pour montrer qu’'une suite ne s’annulant pas est géométrique, on peut montrer que le quotient de deux termes quel-
conque est une constante égale a la raison g. Soit que pour tout entier 7 :

Un+l _

Un

Cette méthode souffre du probléme qu’il faut prouver que la suite n'est jamais nulle et n'est donc que peut utilisée. Par contre on
'utilise comme contre-exemple pour montrer qu’'une suite n’est pas géométrique comme dans I'exemple 3 précédent.

I.3 Expression du terme général

Le terme général d’une suite géométrique u de premier terme 1, et de raison g est pour tout 7 entier, n= p :

Pour p =0 on a pour tout n entier, n=0: Pour p =1 on a pour tout »n entier, n=1:

Un=tox q" Un=up x q"!

Retour sur les trois exemples précédents :

La suite (C,,) est une suite géométrique de premier terme Cyp =2 000 et de raison g = 1,015 doncona:

Co =2000

= VneN; C,=2000x1,015"
Chs1 =1,015xCy,

VneN; (un):{

La suite (r,,) est une suite géométrique de premier terme r; =90 000 et de raison 0,9 doncon a:

r =90 000

= VneN*;r,=90000x0,9""!
Tnel =0,9%r1y

Vnel\l*;(un):{

On peut étre amené (comme souvent lors des sujets du bac 2017) a exprimer le terme général sous une autre forme. On a ici par
exemple en utilisant les régles des puissances, pour tout entier n avec n=1:
rn=90000x0,9"""
=90000x0,9" x0,97!
=90000x0,97" x0,9"
N ——

100000
r, = 100000 x 0,9"

La suite (u,) n'est pas géométrique, on ne peut pas encore exprimer son terme général uniquement en fonction de »n, attendons
encore un peu, cela va venir!
Remarque.

La réciproque est aussi vraie. Soit u une suite. S’il existe deux réels a et b avec a non nul, tels que pour tout entier naturel 7,
u, = b x a", alors la suite u est géométrique de raison g = a et de premier terme b.
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I.4 Variations d’'une suite géométrique

On rappelle qu’une suite (i) ,¢en €St croissante (respectivement décroissante) si pour tout entier 7z on a : ty.1 = Uy (resp. Ups1 <
Uy).

[Propriété 1 (Variations d'une suite géométrique)]

Une suite géométrique de raison g est monotone, c’est a dire croissante, décroissante (ou constante) si g = 0.

* Sig=0o0u g =1,lasuite est constante.

Si g > 1,1a suite est croissante;

 Sile premier terme est strictement positif: { ) o
Si0 < g < 1,la suite est décroissante.

Si g > 1,1a suite est décroissante;

¢ Sile premier terme est strictement négatif: < . .
Si0 < g <1,la suite est croissante.

Si (uy,) est une suite géométrique, alorson a:

Sig>1 Sio<g<1
Si ugy > 0, alors la suite (1) Si ug <0, alors la suite (u;,) Si uy > 0, alors la suite (1) Si ug < 0, alors la suite (1)
est croissante est décroissante est décroissante est croissante
Un Un Une Un
? e s 4 n 4 6 on°
P ° g °
° [} ) 'y
¢ © ® e
i\ 7 1 1 rn *®

Retour sur les exemples précédents :
La suite (C,) est une suite géométrique de premier terme Cp =2 000 et de raison g = 1,015 doncona:

Co =2000>0 . . .
— la suite (C,,) est strictement croissante.

qg =1015>1

La suite (1) est une suite géométrique de premier terme r; = 90 000 et de raison 0,9 doncona:

rn =90000>0 . . L
— la suite (r,) est strictement décroissante.

qg =0,9€]0;1[

La suite (u,) est définie, pour tout entier n par :

uy =10000

u  =10000
0,751, +3000 up =10500

u =0,75u
el & u, =10875

A notre niveau, on peut juste émettre des conjectures puisque cette suite n’est pas géométrique. On va utiliser la calculatrice pour
calculer les premiers termes, ainsi que les termes 1, Uzo, U3g €t Uigp. QU'en pensez-vous?
On obtient :

12510} =11887

Uz =11994
uso ~11999,52
Uioo ~ 12000
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I.5 Somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique

[Propriété 2 (Somme des termes consécutifs d'une suite géométrique)]

Soit (1) une suite géométrique de raison g # 1 et de premier terme iy, alors pour tout entier n,

1—qn+l)

uo+u1+---+un:u0x(
—_— 1-¢g

(n+1) termes

Cette formule peut se généraliser de la facon suivante :

La somme S de termes consécutifs d'une suite géométrique de raison g # 1 est :

1— qnombre de termes de la somme

S = premier terme de la somme x g
—-q

Remarque : Attention, de 5 et 12 par exemple, ilya 12 -5+ 1 = 8 termes, on a donc pour tout 7 entier :

1— gl
u0+u1+u2+---+u10=u0><( 1
—-q

~

10-0+1=11 termes

l_qlo
u1+u2+u3+---+u10=u1x(1 )
~ -q
10-1+1=10 termes
1-4°
Up+ U3+ Us+--+UIQ= U2 X 1
—-q

-~
10-2+1=9 termes

Retour sur les exemples précédents :

La suite (C,,) est une suite géométrique de premier terme Cyp = 2 000 et de raison g = 1,015.
On cherche par exemple a calculer la somme
S=C2+C3+C4+"'+C10

Ona:
VnEl\I;Cn=2000><1,015”:>C2=2000><1,0152=2060,45
D’ou
-q° 1-1,015%
S=C+C3+Cq+---+C1g=Cy x 1 =2060,45 x m =~ 19696,52

-~
10-2+1=9 termes

La suite (1) est une suite géométrique de premier terme r; = 90 000 et de raison g = 0,9.
On cherche par exemple a calculer la somme
S’=I‘1+I’2+-'-+I’9
Ona:
q° ~0,9°
)=90000x( 3 ):551321,56

’

1-—
S'=r1+r2+m+C9=r1x( 1
—

9-1+1=9 termes

Suites
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II Limite d'une suite géométrique

On étudie le comportement d'une suite (1) quand n prend de grandes valeurs.

II.1 Limite infinie

On consideére la suite de 'exemple 1, la suite (C,) est une suite géométrique de premier terme Cy = 2 000 et de raison g = 1,015.

Co =2000

= VneN; C,=2000x1,015"
Chs1 =1,015xCy

VneN; (un):{

La calculatrice peut nous donner les termes :

Co =2000

Cy =~ 2286,78

Cy =2693,71

Co00 =39286,06

Cs00 =3420196,99
On a montré que cette suite est croissante. On peut aussi conjecturer que la suite (C,) a des termes qui sont de plus en plus grands.
Pour tout nombre réel A, aussi grand soit-il, on peut trouver un indice p tel que tous les termes de la suite sont supérieurs a A dés
que n > p.
Par exemple, si A = 10000, on sait que par exemple avec p = 200, tous les termes de la suite sont supérieurs a A des que n > 200.
Cette valeur de p n’est pas optimale mais ce n’est pas le sujet, pour I'instant.

II.1.1 Définition

— Définition 2 N\

On dit qu'une suite (1) admet une limite égale a +oco quand n tend vers +oo si pour tout nombre réel A strictement
positif, tous les termes de la suite sont supérieurs a A a partir d'un certain rang p. On écrit :

lim u; = +oo
n—+oo

Concretement, une suite (u,) tend vers +oo si u, est aussi grand que I'on veut dés que n est suffisamment grand.

II.1.2 Interprétation graphique
On a représenté ci-dessous une suite (u,) ayant une limite égale a +oo

Un

Pour tout entier n = p, u, > A. p estle seuil a partir duquel u,, > A

I1.1.3 Définition

— Définition 3 N\

On dit qu'une suite (1) admet une limite égale 3 —oo quand n tend vers +oo si pour tout nombre réel A strictement
négatif, tous les termes de la suite sont inférieurs a A a partir d'un certain rang p. On écrit :

lim u,=-oc0
n—+oo
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II.2 Limite finie
I11.2.1 Définition

On consideére la suite de I'exemple 3, la suite () est une suite définie par

Up =10000
VneN; (uy):
Up+1 =0,75x u; +3000
La calculatrice peut nous donner les termes :
up =10000
uypg =11 887
Upo =~11994
usp =11999,64
Ugg =~ 12000

On peut conjecturer que la suite (u;) est croissante et qu’elle se rapproche de 12000. C’est a dire pour tout intervalle ouvert de la
forme ]12000 - ;12000 + r[, avec r > 0 aussi petit soit-il, on peut trouver un entier p tel que cet intervalle contienne tous les termes
de la suite a partir d'un certain rang p.

— Définition 4 N

Soit (u;,) une suite définie sur N et £ un réel.

1. Dire que la suite (u#,) admet pour limite le réel ¢ signifie que tout intervalle ouvert de la forme ¢ —r; ¢ +r|
contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang p. On écrit :

lim u,=+¢
n—+oo

2. Une suite qui admet pour limite un réel ¢ est dite convergente.

Autrement dit, une suite (u,) est convergente vers un réel ¢ si tous les termes de la suite a partir d'un certain rang p peuvent étre
aussi proches que voulu de ¢.
II.2.2 Interprétation graphique

Si on représente la suite convergente par un nuage de points dans un repére, a partir d'un certain rang p, tous les points sont dans
la bande délimitée par les droites d’équation y=¢—-rety=¢+r.

Un
>
°
° I
PY |
[+; T L () - e Py Py o
° ° L J A J \ 4
0—r . -
° \
° I
I
I
I
|
p n

Le rang p est le seuil a partir duquel « u, est a une distance de ¢ inférieure a r »

I1.2.3 Propriété

Propriété 4

La suite (u,) converge vers un réel ¢ si, et seulement si, la suite (u,) — ¢ est convergente vers un 0.
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II.3  Suites sans limite

Une suite peut ne pas admettre de limite. Par exemple la suite de terme général (—1)” prend alternativement les valeurs 1 et —1. Elle
n'admet pas de limite.

II.4 Limites d’'une suite géométrique

I1.4.1 Théoreme (admis)

[Théoréme 2 (Limite d'une suite géométrique de terme général (q"))]

Soit g un nombre réel :

¢ Si—1< g <1 alors la suite géométrique de terme général g" converge vers 0 :

lim ¢"=0

n—+oo
¢ Si g > 1 alors la suite géométrique de terme général g” a pour limite +oo :

lim g" = +oo
n—+oo

* Si g < -1 alors la suite géométrique de terme général q" n'admet pas de limite finie ou infinie.

Remarque.
Pour ¢ = 1, la suite (¢") est constante et égale a 1 donc convergente. Pour g = —1, la suite (¢") prend alternativement les valeurs 1
et —1 suivant la parité de n, elle n'admet pas de limite.

Le programme officiel du baccalauréat (cf. B.O.) ne pousse pas plus loin. Si on veut déterminer la limite d'une suite géométrique
de terme général 1y x g" il faudra donc procéder par étape.
Par exemple
Soit (ay,) la suite définie pour tout entier n par
an =200x0,75" +500

Ici, —1 < g =0,75 < 1 et d’apres le théoréeme 2, la suite géométrique de terme général 0,75" converge vers 0 et :
lim (0,75)"=0=—= lim 200x(0,75)" =0
n—+oo n—+oo

Ce qui nous donne la limite de la suite (ay) :

lim 200x0,75" +500 =500 soit| lim a; =500

n—+oo n—-+oo
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III Recherche d’un seuil a 'aide d’'un algorithme

On cherche le seuil a partir duquel le terme général d'une suite est inférieur ou supérieur a un nombre donné.

N

Soit (r,) la suite géométrique de raison g = 0,96 et de premier terme ry = 50000 donc son terme général est :

YneN; r, =50000 x 0,96"

On cherche le seuil a partir duquel le terme général de la suite est inférieur a 30000 par exemple. C’est a dire que I'on
veut déterminer le plus petit entier p tel que pour tout entiern=p,

r, =50000 x 0,96" < 30000

e D’apres le théoréme 2, comme la raison 0 < g = 0,96 < 1 alors

et donc en multipliant par 50 000

lim 0,96" =0
n—-+oo

n—+oo

lim 50000 x 0,96" =0

e D’apresla propriété 1, la suite (r,,) est décroissante car de premier terme strictement positif et de raison g €]0; 1].

I11.0.1 Avec un tableau de valeurs

On peut utiliser la calculatrice pour obtenir ce seuil (arrondi a I'unité on obtient) :

n 0 1 2 3 4

5

6 7 11 12 13

rn | 50000 | 48000 | 46 080 | 44237 | 42467

40 769

39138 | 37572 31912 | 30635 | 29410

On voit que pour p =13, on a r13 < 30000 et le plus petit entier p tel que pour tout entier n = p, r,, < 30000 est bien p = 13.

I11.0.2 Avec un algorithme en pseudo code

Lalgorithme suivant permet d’obtenir le seuil a partir duquel le terme général de la suite est inférieur a 30 000.
C’est a dire déterminer le plus petit entier p tel que pour tout entier n = p, 50000 x 0,96" < 30000.

! 7/

Avec la formule de récurrence puisque (r,) est la
suite géométrique de raison g = 0,96 et de premier
terme ry = 50000 donc pour tout entier 7 :

Tne1 =0,96x 1,
ro =50 000

ﬁ Pseudo Code

U —50 000

N0

Tant que U =30 000 Faire
U—0,96xU
N—N+1

Fin Tant que
afficher N

Puisque (1) est la suite géométrique de raison g =
0,96 et de premier terme rp = 50000 donc son terme
général est :

VneN; r, =50000 x 0,96"

ﬁ Pseudo Code

U — 50 000

N—0

Tant que U = 30 000 Faire
U — 50 000 x 0.96"

N—N+1

Fin Tant que
afficher N
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PROGRAMMATION SUR CALCULATRICES
TEXAS CASIO
PROGRAM : SEUIL ===== SEUIL =====
0 — N 0 - N 4
50000 — U 50000 — U
While U > 30000 While U > 30000
N +1—N N+ 1 — N,
0.96xU — U 0.96xU — U |
End WhileEnd
Disp N N

* Analyse de I'algorithme
Tant que la condition U > 30000 est vraie, on effectue la suite d’instructions situées a I'intérieur de la boucle.

Etapes Tests N U

Initialisation X 0 50000
Etape 1 U =50000 > 30000 : Vrai 1 48000
Etape 2 U =48 000> 30000 : Vrai 2 46080
Etape 3 U =46 080 > 30 000 : Vrai 3 44237
Etape 12 U =31912>30000 : Vrai 12 30635
Etape 13 U =~ 30635 > 30000 : Vrai 13 29410
Etape 14 U=29410>30000 : FAUX | STOP

Lalgorithme affiche N = 13. Donc pour tout entier 7 = 13, on a 50000 x 0,96" < 30000.

IV Suites arithmético-géométriques

IV.1 Définition

Propriété 5

Soient a et b deux réels.

La suite (u,) définie pour tout entier n, par la relation de récurrence u,; = au, + b et de terme initial u est une suite
arithmético-géométrique

Remarque
¢ Si a =1 la suite est arithmétique.
* Si b =0lasuite est géométrique.

* Dans les autres cas, la suite n’est ni arithmétique ni géométrique.
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IV.2 Bac Addicted

Au moins pour les non spé ou les L, les sujets du bac comportent toujours un exercice sur les suites arithmético-géomeétriques.
Lidée est d’étudier une telle suite qui modélise un probléme concret comme on le verra dans la fiche de TD qui est intégralement
corrigée. Voici le sujet du Bac ES/L 2016 que nous allons traiter en exemple.

Bac ES/L 2016 : Métropole - Exercice 2 5 points
Candidats de ES n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité et candidats de L

Un loueur de voitures dispose au 1¢* mars 2015 d’un total de 10 000 voitures pour I'Europe.
Afin d’entretenir son parc, il décide de revendre, au 1°* mars de chaque année, 25 % de son parc automobile et d’acheter 3 000
voitures neuves.

On modélise le nombre de voitures de 'agence a l'aide d'une suite :
Pour tout entier naturel n, on note u, le nombre de voitures présentes dans le parc automobile au 1¢* mars de 'année 2015 + n.
On a donc 1y = 10000.

1. Expliquer pourquoi pour tout entier naturel n,
Up+1 =0,75u, +3000
2. Pour tout entier naturel n, on considere la suite (v,) définie par
vn = uy —12000.

2.a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,75. Préciser son premier terme.

2.b. Exprimer v, en fonction de n.
Déterminer la limite de la suite (v;,).
2. c. Justifier que, pour tout entier naturel n,
u, = 12000-2000 x 0,75"

2.d. En vous appuyant sur les réponses données aux deux questions précédentes, que pouvez-vous conjecturer sur le
nombre de voitures que comptera le parc automobile de ce loueur au bout d'un grand nombre d’années?

3. On admet dans cette question que la suite (u,) est croissante.

On aimerait déterminer 'année a partir de laquelle le parc automobile comptera au moins 11 950 voitures.

3.a. Recopier 'algorithme suivant et compléter les pointillés afin qu'il permette de répondre au probleme posé.

E! Pseudo Code

U — 10000

N0

Tant que --- Faire
Ue—--.

Ne--.

Fin Tant que
afficher - --

3.b. ATlaide de la calculatrice, déterminer 'année recherchée.

3. c. Retrouver ce résultat en résolvant 'inéquation (pas encore faisable, il nous faut le logarithme).
12000 - 2000 x 0,75" = 11950.
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