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Exercice 1. 4 points

Soit g la fonction définie sur [-1; 4] par g(x) = —x° +3x* -1 et 6 sa courbe représentative dans un repere.

1. [1 pt] Etudier les variations de la fonction g.
La fonction g est définie et dérivable sur [-1; 4] et pour x de cet intervalle :

gx)=g'(x) =-3x*+6x=3x(-x+2)

La dérivée est une fonction polynéme du second degré dont les racines sont 0 et 2. Elle est du signe du coefficient
de x? soit de a = —3 < 0 a I'extérieure des racines soit :

X -1 0 2 [¢1 4

Signe de f'(x) - 0 + 0 -

3 3
\
Variations de f \ / ™~ -2 ~__
-1

2. [0.5 pt] Déterminer 'équation de la tangente a la courbe €, au point d’abscisse 1.

-17

La fonction g est dérivable sur [—1; 4] et g'(x) = —3x%+6x. Léquation de la tangente (T) 4la courbe %, au point
d’abscisse a=1est (T) : y=g'(a)(x—a)+ g(a).

Donc ici on obtient :

- (T)y: y=3x(x-1)+1

gl) =+1
y=3x-2

g =3

3. [1 pt] Etudier la convexité de g et montrer que la courbe g présente un point d’inflexion.

Pour xde[-1;4]ona:
g (x)=-3x*>+6xetg"(x)=—6x+6=6(—x+1)

Donc on a facilement :

X -1 1 4
Signe de g"(x) + 0 _
Convexité de g f convexe f concave

La fonction g change de concavité en x = 1 donc la courbe Cg présente un point d’inflexion au point d’abscisse
1.
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4. [1.5 pt] Montrer que I'équation g(x) = —2 admet une unique solution sur [-1; 4] et déterminer un encadre-
ment de cette solution au centiéme.

X -1 0 2 a 4

3 \
Variations de f \ / -2 ~__

 Surl'intervalle [-1; 2], le minimum de g est —1 donc ’équation g(x) = —2 n’admet pas de solution.

* Application du corollaire sur [2; 4] :

— Lafonction g est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [2 ; 4];

— Leréel k = -2 est compris entre f(2) =3 et f(4) =17

— Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I'équation g(x) = —2 admet une solution unique « sur l'intervalle [2 ; 4].

e Valeur approchée .
Pour avoir un encadrement de «a, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

— Avec un pas de A = 0.01 on obtient :

g(3,1) =~ -1,961>-2
, donc3,1 <a<3,11.
g@,11) =~ -2,06<-2 —_—
Exercice 2. Un peu d’algorithmique 2.5 points
1. [1 pt] Ecrire un algorithme qui permet de calculer 81
Pimage d’'une valeur demandée, par la fonction k 7 4
définie sur R par: 6 -
x+1 si x<0 5T
h:x— h(x)={ x*-2 si0<x<3 7T
5-x six=3 3T
2 \
1 £
44 Code Python A N
defh(x) : —://2 345 789

ifx<0: 4

y=x+1 1
elif x<3:#ici0<=x<3

y=x*-2 T
else:#icix>=3 T
y=5-x -1
return y 4+
2. [1 pt] Tracer %}, dans le repére ci-contre. T

3. [0.5 pt] La fonction h est-elle continue ? Justifier en utilisant la définition du cours.
Par définition :

S
Déﬁnition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

Dire que f est continue sur I signifie que sa courbe représentative peut étre tracée en un
seul morceau (la courbe ne présente aucun saut, aucun trou).

Ici donc h n’est pas continue puisque sa courbe représentative ne peut étre tracée en un seul morceau .
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Exercice3. Fonctions 4 points
2 1+ & 2 2 4
1+ / 1+ 1 4 Epn
0 " 0 I o —— 0 e
a4 1 2 3 4 a4 1 2 3%?ﬂ4 a4 1 2 3 4
-2 4 -2 4 -2 -
Courbe €¢ Courbe € Courbe €n

On donne ci-dessus la courbe € représentative dans un repére donné d'une fonction f définie et dérivable sur I'in-
tervalle [0; 5] ainsi que les courbes représentatives 6 et € respectivement de la dérivée f' et de la dérivée seconde
f" delafonction f.

Dans cette partie les réponses seront obtenues a l'aide de lectures graphiques en justifiant rapidement vos réponses.

1. Donner un encadrement par deux entiers consécutifs du nombre réel pour lequel la fonction f semble at-
teindre son maximum.
La fonction f semble atteindre son maximum en x = m avec 1 < m <2. On peut le voir sur la courbe €. Par
ailleurs, la courbe ¢ nous donne le signe de la dérivée. Elle s'annule en changeant de signe entre 1 et 2 ce qui
traduit bien le fait que le maximum est atteint pour x = m avec 1 < m < 2.

2.a. Donner un intervalle défini par deux entiers sur lequel la fonction f semble convexe.
La fonction f semble convexe sur l'intervalle [3 ; 4] puisque la courbe de la dérivée seconde est au dessus
de I'axe des abscisses et dons f” semble positive sur cet intervalle.

2.b. Expliquer pourquoi on peut conjecturer que la courbe €y admet un point d’'inflexion. Donner un enca-
drement par deux entiers consécutifs de 'abscisse de ce point d’inflexion.
Lafonction dérivée seconde f” semble s’annuler en changeant de signe en x = xj avec 2 < x; < 3.La courbe
de f semble donc passer de concave (f” < 0) & convexe (f” > 0) . Labscisse de ce point est comprise entre
2et3.

3. Parmi les équations suivantes quelle est 'équation de la tangente a la courbe € au point d’abscisse 02

3
a.y=x, b. y=2x+1 ,c. y=2x , d. y:zx.

e Sur la courbe 6 : I'image de 0 est 2 par f’ soit f'(0) = 2;

* Sur la courbe 6 : 'image de 0 est 0 par f soit f(0) =0;

e Equation
Léquation de la tangente (T) 4 la courbe ¢ s au point d’abscisse a=0est (T) : y= f'(a)(x—a)+ f(a).
Donc ici on obtient :

fo) =+0 (T): y=2x(x-0) +0
fo =2 y=2x
Exercice 4. Avecune fonction auxiliaire 9.5 points
On considére la fonction f définie sur [0,5; 10] par :
[0,5;10] — R
[ 2x3-3x2+x+5

x — fx)=

4x*-3x*-5 g(x)
x2 x2

1. [1.5 pt] Calculer la dérivée de f et vérifier que pour tout x de [0,5; 10] : f' (x) =
Iy, !
La fonction f est définie et dérivable surl’intervalle [0,5; 10]. Elle est de la forme “ donc de dérivée wv-uv

v

avec :

ux)=2x*-3x*+x+5 | W' (x)=(6x*-6x+1)

v(x)=x Vi(x)=1
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Pour tout réel x de [0,5; 10] :

' (x)v(x) — ulx)v' (x)

fx)= 200
~ (6x2—6x+1)x(x)—(2x3 =3 x%+x+5) x (1)
0= (02
£ = 6x3—6x2+x-2x3+3x2—-x-5
(x)?

Vx€[0,5;10]; | f'(x) =

2. FEtude d’une fonction auxiliaire g.

2.a. [0.5 pt] Expliquer rapidement pourquoi f’ est du signe de g sur [0,5; 10].
Puisque x2 le dénominateur de la dérivée est strictement positif sur [0,5; 10], f’ est du signe de g sur
[0,5; 10].

2.b. [2pt] Etudier les variations de la fonction g sur [0,5; 10].
La fonction g est définie et dérivable sur [0,5; 10] car c’est une fonction polynéme. On a facilement pour
tout réel x de [0,5; 10] :
g'(x) =12x* —6x=6x(2x—1)

On obtient alors une fonction polynéme du second degré dont les racines sont évidentes :
x=0¢1[0,5;10]

gx)=0 = 6x2x-1)=0 < 0111
x=—-¢€1[0,5;10]
2

g’ est alors du signe de a = 12 > (le coefficient de x2) al’extérieur des racines soit :

X 0.5 a 10
Signe de g'(x) +
3695
Y
Variations de g 0
-5.25

2.c. [1.5 pt] Démontrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur [0,5; 10] et en donner un
encadrement au millieme.

[Théoréme 1 (Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle
la; b,

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une
unique solution dans [a; b].

Remarque : Le premiére démonstration rigoureuse de ce théoréme est due au mathé-
maticien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

» Application du corollaire sur [0,5; 10] :

— Lafonction g est continue et strictement croissante sur 'intervalle [0,5; 10];

— Leréel k =0 est compris entre f(0,5) = —5,25 et f(10) = 3695

— Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I'équation g(x) = 0 admet une solution unique «a sur l'intervalle [0,5; 10].
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e Valeur approchée .
Pour avoir un encadrement de a, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

— Avec un pas de A = 0.001 on obtient :

g(1,393) = -0,009<0
, donc 1,393 <a<1,394.
g(1,394) = 0,006 >0
2.d. [1 pt] En déduire le signe de g sur [0,5; 10].
On a vu que g était croissante sur [0,5; 10] :
X 0.5 a 10
3695
Y
Variations de g 0
-5.25
Doncona:
X 0.5 1.393 < a <1.394 10
Signe de g(x) - 0 +

2.e. [1pt] En déduire alors les variations de f sur [0,5; 10].
On a démontré lors de la question (2.a.) que le signe de g nous donnait celui de f’ donc:

X 0.5 1.393 < a <1.394 10

Signe de f'(x) - 0

10 171.5

Variations de f \ /
fl@)

3. Applications économiques.
Le cotit moyen de production d’'une entreprise est donné par f (x) ot x est la quantité produite en milliers d'unités,

variant de 0,5 a 10 milliers d’'unités de production, et f (x) est exprimée en centaines d’euros.

3.a. [1 pt] Déterminer une valeur approchée a 'unité, du cotit moyen minimum de production.
D’apres la question (3.), le cotit moyen de production est obtenu pour une production comprise entre 1

393 et 1 394 unités! On n’a donc que deux choix possibles, testons-les :

f(1,393) = 4,291273
f(1,394) = 4,291273

On peut donc affirmer, qu’avec cette modélisation, le cotit moyen minimum de production est de 4,291273
centaines d’euros soit 429 euros en arrondissant al'unité d’euros.

3.b. [1 pt] Déterminer, a partir de quelle production, le cotlit moyen dépasse les 10 600 euros.

¢ Sur [0; a], le maximum de f est 10 donc le coit moyen ne dépasse pas 106 centaines d’euros.

» Lafonction f est strictement croissante et continue sur [a; 10] et la calculatrice donne :

f(8,056) = 105.9803175
f(8,056) = 106.0096166

Le cofit moyen dépasse les 10 600 euros a partir d'une production de 8 056 unités.

o» Fin du devoir ee
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