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Devoir Surveillé n°4A
Correction

Terminale ES
La fonction exponentielle
Durée 2 heures - Coeff. 8
Noté sur 20 points

Exercice 1. Équation et inéquation 4 points

1. Résoudre l’équation : e 2x +2 e x −3 = 0.

1. a. On effectue le changement de variable X = e x .

On remarque tout d’abord que :

e 2x +2e x −3 = 0⇐⇒
(

e x
)2 +2e x −3 = 0

On pose alors X = e x et donc :

(

e x
)2 +2e x −3 = 0 ⇐⇒

{

X = e x

X 2 +2X −3 = 0

1. b. On va résoudre l’équation en X .

L’expression
(

X 2 + 2X −3
)

est un expression du second degré de la forme
(

aX 2 +bX +c
)

. Avec :











a = 1

b = 2

c =−3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒∆= 16 > 0

Le discriminant ∆ étant positif, la fonction polynôme du second degré X 7−→
(

X 2 + 2X −3
)

admet deux

racines réelles distinctes :

X 1 =
−2−

p
16

2
=−3 et X 2 =

−2+
p

16

2
= 1

1. c. On en déduit les solutions en x en résolvant les équations X 1 = e x et X 2 = e x .

• On a

X 1 =−3⇐⇒ e x =−3

N’admet pas de solution car l’exponentielle est

toujours strictement positive sur R.

• On a

X 2 = 1 ⇐⇒ e x = 1 = e 0 ⇐⇒ x = 0

1. d. Conclusion : l’équation admet une unique solution x = 0.

2. Résoudre l’inéquation : ( e − e x )×
(

1

e x
+ e x

)

≥ 0.

L’expression A(x) = (e − e x )×
(

1

e x
+ e x

)

s’exprime comme un produit de deux facteurs.

• Le facteur

(

1

e x
+ e x

)

est strictement positif car l’exponentielle est strictement positive sur R.

• Le signe de A(x) dépend donc de celui du facteur (e − e x ).

e − e x = 0 ⇐⇒ e 1 = e x

⇐⇒ x = 1
e − e x > 0 ⇐⇒ e 1 > e x

⇐⇒ 1 > x par propriété
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• On peut donc en déduire l’étude du signe de A(x) puis les solutions de l’inéquation.

x

signe de A(x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

On a donc :
(

e − e x
)

×
(

1

e x
+ e x

)

≥ 0 ⇐⇒ x ∈ ]−∞ ; 1]

Exercice 2. Propriétés de la fonction exponentielle 2 points

Démontrer, pour tout réel x, l’égalité suivantes :
2− e x

e x +1
= 2−

3

1+ e−x
.

2−
3

1+ e−x
=

2× (1+ e−x )

1+ e−x
−

3

1+ e−x

=
2+2e−x −3

1+ e−x

=
2e−x −1

1+ e−x

=
(2e−x −1)× e x

(1+ e−x )× e x

2−
3

1+ e−x
=

2− e x

e x +1

On a bien démontré l’égalité.

Un couple fait un placement au taux annuel de 1.5 % dont les intérêts sont capitalisés tous les

ans. Le couple a placé le montant de 10 000 euros à l’ouverture le 1er janvier 2010 puis, tous les

ans à chaque 1er janvier, verse 1 500 euros. L’objectif du couple est de constituer un capital de

30 000 euros. On cherche donc maintenant à écrire un algorithme qui renvoie l’indice et la valeur

du premier terme de la suite qui dépasse un 30 000. Compléter le programme et déterminer avec

la calculatrice l’année durant laquelle le couple aura atteint son objectif.

Fonction recherche(seuil)

u ← 10 000

n ← 0

Tant que u ≤ 30 000 Faire

n ← n+1

u ← 1,015u+1 500

Fin Tant que

Renvoyer (n,u)

Pseudo Code

Réponse : L’algorithme va renvoyer (12 , 31517.99886) ce qui implique que le placement va dépas-

ser les 30 000 euros l’année 2022. L’année précédente on a environ 29 574.38 euros.

Question Bonus
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Exercice 3. 14 points

Partie A

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

2

4

6

8

bA

b
B

C f

(T )

1. [2 points] Déterminer f (0), f ′(0) et f ′(10).

• [0,5 point] Par lecture graphique : f (0) = 0.

• [1 point] La tangente à C f au point d’abscisse 0 passe par l’origine et par A(2;4), donc son coefficient

directeur est :

f ′(0) =
yA −0

xA −0
=

4

2
= 2

• [0,5 point] La tangente à C f au point d’abscisse 10 est parallèle à l’axe des abscisses, donc f ′(10) = 0.

2. On suppose désormais que la fonction f est définie sur [0; 30] par : f (x) = 2x e−0,1x .

2. a. [1,5 point] Montrer que pour tout réel x de l’intervalle [0 ; 30] on a : f ′(x) = 0,2 e−0,1x × (10− x).
La fonction f est définie et dérivable sur [0 ; 30] et de la forme uv .

Pour tout x ∈ [0 ; 30], soit

{

u(x) = 2x

v(x) = e−0,1x
. On a alors

{

u′(x) = 2

v ′(x) =−0,1e−0,1x
.

Par conséquent, pour tout x ∈ [0 ; 30] :

f ′(x) = u′(x)v(x)+u(x)v ′(x)

= 2e−0,1x +2x × (−0,1e−0,1x )

= e−0,1x (2−0,2x)

f ′(x) = 0,2e−0,1x (10− x)

2. b. [3 points] Étudier le signe de f ′(x) sur [0 ; 30] et en déduire le tableau de variation de la fonction f .

Le facteur 0,2e−0,1x étant strictement positif quel que soit x ∈ [0 ; 30], f ′(x) est du signe de (10− x) .

Pour tout réel x de [0 ; 30] on a :

∀x ∈ [0 ; 30] ;

{

10− x = 0 ⇐⇒ x = 10 ∈ [0 ; 30]

10− x > 0 ⇐⇒ 0 ≤ x < 10
=⇒ 10− x < 0 ⇐⇒ 10 < x ≤ 30

x

Signe de f ′(x)

Variations de f

0 10 30

+ 0 −

00

20e−1 ≈ 7.3620e−1 ≈ 7.36

60e−360e−3

α

5

3.

3. a. [2 points] Justifier que l’équation f (x) = 5 possède une unique solution dans l’intervalle [0 ; 10]. On la
noteraα.
D’après la question précédente, f est continue et strictement croissante sur [0 ; 10],

et f (0) < 5 < f (10) ≈ 7,36. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation f (x) = 5 admet donc

une unique solution α ∈ [0 ; 10].

3. b. [1 point] Déterminer un encadrement deα au centième.

D’après la calculatrice,

{

f (3,57) < 5

f (3,58) > 5
, donc 3,57 <α< 3,58 .
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Dans la suite, on admet que l’équation f (x) = 5 possède une unique solution dans l’intervalle [10; 30]. On note β

cette solution. On admet qu’un encadrement de β au centième est 21,53 <β< 21,54.

4. On admet que la fonction dérivée seconde de f , est définie pour tout x de [0; 30] par : f ′′(x) =
1

50
e−0,1x × (x −20).

4. a. [2 points] Étudier la convexité de f sur [0 ; 30].

f ′′(x) est du signe de x −20 puisque
1

50
e−0,1x > 0 pour tout x ∈ [0 ; 30].

Or

∀x ∈ [0;30] :

{

x −20 = 0 ⇐⇒ x = 20

x −20 > 0 ⇐⇒ x > 20

On en déduit aisément le signe de la dérivée seconde de f :

x

Signe de (x − 20)

0 20 30

− 0 +

Par conséquent, f ′′(x) ≤ 0 sur [0;20] et f ′′(x) ≥ 0 sur [20 ; 30].

On en déduit que f est concave sur l’intervalle [0 ; 20], et convexe sur [20 ; 30].

x

Signe de f ′′(x)

Convexité

0 20 30

− 0 +

f concave f convexe

4. b. [0,5 point] Que peut-on en déduire pour le point d’abscisse 20 de la courbe Cf ? Justifier.

Le point A d’abscisse 20 est à la frontière entre un intervalle sur lequel f est convexe et un intervalle sur

lequel f est concave, c’est donc un point d’inflexion de la courbe C f , de coordonnées A
(

20 ; 40e−2
)

.

Partie B

Une entreprise fabrique de manière artisanale des jouets en bois. Les bénéfices de la production sont modélisés par la

fonction f , où x est le nombre de centaines de jouets et f (x) le bénéfice exprimé en milliers d’euros.

1. [1 point] Quel est le nombre de jouets qu’il faut produire pour que le bénéfice soit maximal ? Indiquer la
valeur de ce bénéfice maximal à l’euro près.
D’après la partie A, le maximum de f est atteint pour x = 10. Il faut donc que l’entreprise produise 10 centaines

de jouets, soit 1000 jouets, pour que son bénéfice soit maximal. Ce bénéfice est égal à f (10) milliers d’euros, soit

environ 7358 euros.

2. [1 point] Combien produire de jouets pour que le bénéfice soit supérieur ou égal à 5 000 euros?
D’après le tableau de variations de f et la question 3 de la partie A, f (x) ≥ 5 si et seulement si x ∈ [α ; β].

Or on a :

3,57 <α< 3,58 et

{

f (3,57) ≈ 4.9964 < 5

f (3,58) ≈ 5.0053 > 5

Et

21,53 <β< 21,54 et

{

f (21,53) ≈ 5.00078 > 5

f (21,54) ≈ 4.99810 < 5

Donc l’entreprise doit produire entre 358 et 2153 jouets pour que son bénéfice soit supérieur ou égal à 5000

euros.

x

Variations

de f

0 10 30

00

20e−1 ≈ 7.3620e−1 ≈ 7.36

60e−360e−3

α

5

3.58 β

5

21.53

[ Fin du devoir \
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