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Durée 1 heure - Coeff. 5
Noté sur 20 points

Math93.com

Exercice 1. 3.5 points

1. Résoudrel'inéquation:Inx—In5 < 3In2.
Il faut que x soit strictement positif, dans ce cason a:

Inx-In5<3In2 < Inx<In5+In23
— lnx<ln(5x23)

<~ Inx<In40)

<~ Inx<In40 et x>0

Inx-In5<3In2 < x€]0; 40] ‘

2. Déterminer le taux moyen mensuel équivalent a une hausse annuelle de 20%.
le coefficient multiplicateur associé a une hausse de 20% est k = 1,2, on cherche le taux t% tel que :

1+1%)'%2=1,2 < In(1+1%)'?=In1,2
— 12In(1+t%) =1n1,2
In1,2

12
In1,2
In(1+t%) —e 12

— In(1+t%) =

— e
In1,2
— 1+t%=¢ 12
In1,2
— th=e 12 -1=1,53%

Exercice 2. Les suites... 3.5 points

Suite (by,) la suite définie pour tout entier n par: b, = =7 x0,6" +5

1. Déterminer lalimite de la suite (b,,).
Puisque g=0,6€]-1; 1[ona:
lim 0,6"=0
+oo—n
Et donc
lim -7x0,6"=0

+00—n
Puis en ajoutant 5 :
lim -7x0,6"+5=5

+oo—n

La suite (b;,) tend vers 5.

2. Résoudre I'inéquation b,, > 4,99 par le calcul.

b,>4,99 < -7x0,6" +5>4,99
> -7x0,6">-0,01

0,01
— 0,6" < —
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On compose par la fonction In qui est définie et strictement croissante sur R}, 'ordre est inchangé :

0,01
bn>4,99 <> In(0,6") <In——-

0,01
<~ nlIn(0,6) <lnT

0,01
In —
7

~12.8244
In(0,6)

—~ n>

Et puisque 7 est entier :
b,>4,99 < n=13

Exercice 3. 13 points

+2-1
1. Soit f la fonction définie sur lU'intervalle [1; 25] par f(x) = x—n(x)

-3 +In(x
1.a. Onadmet que f est dérivable sur [1; 25]. Démontrer que sur [1; 25], f'(x) = %
X
. PP L. ,e u L. u'v—uv
Lafonction f est définie et dérivable surl’intervalle [1; 25]. Elle est de la forme — donc de dérivée >
v v

avec :

ux)=x+2-In(x) | u'(x = (1_ %)

v(x)=x Vix)=1

Pour tout réel x de [1; 25] :

u' (X)v(x) — u(x)v'(x)

fx)=

v2(x)
(1— l) x(x)—(x+2-1In(x)) x (1)
[ = e
x—1-x-2+Inx
f(x) = T
B —3+In(x)

Vxe[l;25];] fl(x) =

(x)?

1.b. Résoudre dans [1; 25] 'inéquation —3 +In(x) > 0.
Sur [1; 25],0ona

-3+In(x) >0 < In(x) >3

On compose par la fonction exponentielle qui est définie et strictement croissante sur R, 'ordre est in-
changé :

—3+In(x) >0 < x> e3 et xe[l;25]

Donc sur [1; 25] I'intervalle solution est : x € | e3; 25]

1.c. Dresser le tableau des variations de la fonction f sur [1; 25].
Pour tout x € [1; 25], f’(x) ale méme signe que —3 +1In(x) dont on vient de faire 1'étude de signe précédem-

ment. Par ailleurs :

3
3y e —1 27 -1n(25)
f(e’)= = ~0,950 et f(25):T=0,951

Donc le tableau de variations de la fonction f sur [1; 25] est:
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X 1 ed 25
Signe de f’(x) - 0 +
3 27 —-1n(25)
— = 0.951
Variations de f 031 — 25
—g = 0.950
e

1.d. Démontrer que sur [1;25], ’équation f(x) = 1,5 admet une seule solution. On la notera « .

X 1 a e3 25

3 v 27 —1In(25)
T o ™ 20951
Variations de f L5— o — 25

— ~0.950
e3

e Sur l'intervalle [e3; 25], I'équation f(x) = 1,5 n'admet aucune solution car le maximum de f sur cet
intervalle ou1 la fonction est strictement croissante est :

f(25)=0,951<1,5

* Application du corollaire sur [1; e3] :

[Théoréme 1 (Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)]
Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle
la; bl,

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une
unique solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiére démonstration rigoureuse de ce théoréme est due au mathé-
maticien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

- La fonction f est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [1; e3];

- Leréel k=1,5 est compris entre f(1) =3 et f(e*) = 0,95

— Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
'équation f(x) = 1,5 admet une solution unique a sur l'intervalle [1; e3].

¢ Conclusion : Donc dans l'intervalle [1; 25], 'équation f(x) = 1,5 admet une seule solution.

1.e. Déterminer un encadrement d’amplitude 0,01 de a al’aide de la calculatrice.
Pour avoir un encadrement de a, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

e Avec un pas de A =0.01 on obtient :
f2,31
f2,32)

1,503 >1,5

u

, donc2,31 <a<2,32.

u

1,499 >1,5

2. Une entreprise fabrique chaque jour entre 100 et 2 500 piéces électroniques pour des vidéoprojecteurs. Toutes les
pieces fabriquées sont identiques. On admet que lorsque x centaines de piéces sont fabriquées, avec1 < x < 25, le
cotit moyen de fabrication d’'une piece est de f (x) euros. En utilisant les résultats obtenus a la question 1. :

2.a. Déterminer, a l'unité prés, le nombre de pieces a fabriquer pour que le cofit moyen de fabrication d'une
piéce soit minimal. Déterminer alors ce coiit moyen, au centime d’euro prés.

D’apreés la question 1. ¢, le cotit minimal est obtenu pour x = e® centaines de piéces, soit pour environ
2009 pieces.

ed-1

Ce colit minimal sera de 3
e

soit environ 0,950 euro.
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2.b. Déterminer le nombre minimal de pieces a fabriquer pour que le cotit moyen de fabrication d’une piece
soit inférieur ou égal a 1,50 euro.
D’apres la question 1. d, le nombre minimal de pieces a fabriquer sera de 2,32 centaines de piéces, soit
environ 232 pieces.

2.c. Est-il possible que le coiit moyen d’une piéce soit de 50 centimes? Justifier.
Il sera impossible que le colit moyen d’une piéece soit de 50 centimes (0,50 euro), car sur l'intervalle [1; 25]
(de 100 a 2500 pieces),

fx)=f(e®)=0,95

soit un colt minimal d’environ 0,95 euro.

e» Fin du devoir e
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