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Lusage de la calculatrice est autorisé.

Exercicel. ROC

1 point

Démontrer I'une des affirmations de théoreme suivant :

[Théoréme 1 (Suite croissante et non majorée : ROC)]

1. Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.

2. Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oco.

4

Soit (uy) une suite croissante et non majorée.
Soit A un réel.

* Lasuite (1) n'est pas majorée par A donc il existe un entier p tel que u, > A.

* La suite (u,) est croissante donc pour tout n = p, on a u, = up et donc:

up>A
= uUpzup>A
Un = Up

¢ On vient de montrer que 'intervalle ] A ; +oo[ contient toutes les valeurs u, a partir d'un certain rang p.

Donc la suite (u,) est divergente vers +oo.

Exercice2. Del'importance du premier terme

9.5 points

On considére la fonction f définie sur R par :

1, 3
= - —_ +_‘
f 2x X 2

Soit a un réel positif.
On définit la suite (u,) par ug = a et, pour tout entier naturel 7 :

Up+1 = f(un)

Le but de cet exercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo, suivant différentes valeurs de

son premier terme 1y = a.

1. ATaide de la calculatrice, conjecturer le comportement de la suite (u,,) lorsque 7 tend vers +oo, pour a = 2,9 puis pour

a=3,1.
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4

Avec a = 2,9 il semble que la suite (u,) soit décroissante et tende vers 1.

Avec a = 3,1 il semble que la suite (u,) soit croissante et diverge vers +co.

2. Dans cette question, on suppose que la suite (i) converge vers un réel ¢.

2.a. Enremarquant que

5 3
Up+1 = Eun—un+5
montrer que :
3
O==0*—¢+=
2

4

Les termes u;, et u,4+1 ayant pour limite £ donc :

¢ Ona uy4; apour limite £ donc :
e Par ailleurs u, ayant pour limite ¢ on a par opération sur les limites :

1 3 1 3
lim |-ul—u,+=|==02—0+=
n—+oo |2 2 2 2

* Donc par unicité de la limite on a:

2.b. Montrer que les valeurs possibles de ¢ sont 1 et 3.

4

1 3
Z:EZ—€+§ = 20=0%-20+3 < (?>-40+3=0

Lexpression (¢? —4¢ + 3) est un expression du second degré de la forme (a¢? + b¢ + c). Avec :

a=1
b=—4 |=>A=4>0
c=3

Le discriminant A étant positif, la fonction polynome du second degré ¢ — (¢ —4¢ + 3) admet
deux racines réelles distinctes :

_4+V4
=——=

4-+v4
= \/—: 3
2

[1 1 et [2

Si la suite converge cela ne peut étre que vers 1 ou 3.

3. Dans cette question, on prend a = 2,9.

3.a. Montrer que f est croissante sur l'intervalle [1 ; +ool.

4

a=2,9. f estdérivable sur R et sur cet intervalle :
f'(x) =x—1; donc f'(x) =0 pour x =1 :la fonction f est croissante sur [1 ; +ool.
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3.b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona:

1<up+1 <uy

4

Notons pour 7 entier P(n) la propriété 1 < u,41 < uy.

1 3
Initialisation : ug = 2,9 et u; : P x2,92-29+ P =2,805.
On abien 1 < u; < uy et donc P(0) est vraie.
Hérédité : supposons que pour n € N,on ait: 1 < up4 S Uy :

puisque la fonction f est croissante sur [1; +oo[, les images par f des trois termes de cet encadre-
ment sont rangés dans le méme ordre :

f(l) <f(un+1) sf(un)

1 3
Soit avec f(1) = 5_1+5:1:
1< up+2 < uptr
La propriété est vraie au rang n + 1 et donc héréditaire.

On a montré que 'encadrement est vrai au rang 0 et que s'il est vrai au rang 7, il 'est aussi au rang
n+1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang n = 0 et héréditaire, donc d’apres le principe de récurrence
on a démontré que : pour tout entier naturel 7, ona: 1 < u;4+1 < Uy.

3.c. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

4

e D’apres le résultat précédent la suite (u,,) décroit et est minorée par 1, elle est donc convergente
vers un nombre £ = 1.

¢ On a montré lors de la question (2.b) que les seules limites possibles sont 1 et 3.

* Puisqu’elle est décroissante et majorée par son premier terme 1y = 2,9, son unique limite pos-
sible est £ = 1.

4. Dans cette question, on prend a = 3,1 et on admet que la suite (u;) est croissante.

4.a. Alaide des questions précédentes montrer que la suite (u,,) n’est pas majorée.

4

* On avu que sila suite converge ce ne peut étre que vers 1 ou 3, ce qui n’est pas possible puisque
le premier terme est up = 3,1 et que la suite est croissante, la suite n'est donc pas convergente.

* Puisque la suite est croissante, si elle était majorée, elle serait convergente d’apres théoreme
démontré dans I'exercice 1, donc la suite n’est pas majorée.

4.b. En déduire le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oco.

4

La suite (u,) est croissante et non majorée, par conséquent d’apres le théoréme démontré dans
I'exercice 1, elle diverge vers +oo.Ona lim u;, = +oo.
n—+oo

4.c. Lalgorithme présenté en annexe calcule le plus petit rang p pour lequel u), > 108,
Compléter cet algorithme.
P est un nombre entier et U est un nombre réel.
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P—0
U<-31

Tant que U < 10°

P—P+1
1, 3
U—-U"-U+=
2 2
Fin Tant que

Rem. Lalgorithme s’arréte a uyg.

Exercice 3. Points alignés

9.5 points

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v )

1
Le but de cet exercice est de déterminer les nombres complexes z non nuls tels que les points d’affixes 1, z> et — soient
z

alignés.
Sur le graphique fourni en annexe, le point A a pour affixe 1.

Partie A : étude d’exemples

1. Un premier exemple

Dans cette question, on pose z = .

1
1.a. Donner la forme algébrique des nombres complexes z2 et —.
z

4

1
1.b. Placerles points N; d’affixe z%, et P, d’affixe — sur le graphique donné en annexe.
z

On remarque que dans ce cas les points A, N; et P; ne sont pas alignés.

2. Une équation

Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes I'équation d’'inconnue z: z°>+2z+1=0.
Dans cette équation du second degré on a :

A:12—4x1x1:—3=(i\/§)2

L'équation admet donc deux complexes conjugués :

-1-iv3 __ -1+iVv3
=— etz =—"7"7-"7—

<
! % %
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3. Un deuxiéme exemple

V3

1
Dans cette question, on pose : z = ~3 + 17.

1
3.a. Déterminer la forme algébrique des nombres complexes z2 et —.
z

4

Ona:

. 1 .
Zr=—c-1—|et|—=——-—-1
4

1
3.b. Placer les points N, d’affixe z? et P, d’affixe — sur le graphique donné en annexe.
z

On remarque que dans, ce cas les points A, N» et P, sont alignés.

Partie B

Soit z un nombre complexe non nul.

1
On note N le point d’affixe z? et P le point d’affixe —.
z

1. Etablir que, pour tout nombre complexe différent de 0, ona:

zz—lz(z2+z+l)(1—l).
z z

4

Pour tout complexe z différent de 0 :

2 A A e L
(z¢+z+1) |1 =z"—z+z-1+1
z z
1
:Zz——
z

1 1
zz——:(zz+z+1)(1——)
z z

2. Onrappelle que si, U est un vecteur non nul et V' un vecteur d’affixes respectives z;; et z3;, les vecteurs U et V' sont
colinéaires si et seulement si il existe un nombre réel k tel que z; = kz;.

En déduire que, pour z # 0, les points A, N et P définis ci-dessus sont alignés si et seulement si Zz% + z+ 1 est un réel.

4

Onapourz#0:

—_— 1 — 1 1 1
PN (zz——)colinéaireéPA (1——) — (z:l) ou (z;él et il existe k tel que:zz——zk(l——))
z z z z
1 1
— (zzl) ou (z;él et (Z2+z+ 1)(1—;)=k(1—;) d’apres la question (B.1.)
1
— (zzl) ou (z;él et (zz+z+1—k)(1—;)=0)
= (zzl) ou (z#£1 et (ZZ+z+1)=k)
— (z:l) ou (z#1 et (zz+z+1)€[R)
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et P sont alignés si et seulement si z> + z+ 1 est réel.

3. Onpose z=x+iy, ou x et y désignent des nombres réels.

Justifier que :

zz+z+1=x2—y2+x+1+i(2xy+y)

4

zz+z+1:(x+iy)2+x+iy+1

=x2+2ixy -y +x+iy+1

=x2— Y +x+1+i2xy+y)

4.a. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z # 0 tels que les points A, N et P soient alignés.

4

On a montré a la question (B.2.) que pour z # 0, les points A, N et P sont alignés si et seulement si
z? + z+ 1 estréel. Or d’apres la question (B.3.) 22+ z+1=x%—y?> + x+ 1+ i(2xy + ) de ce fait :

Z24z+1eR = x> -y’ +x+1+iQxy+)y) eR

— 2xy+y=0

= y(2x+1)=0

—

1
=0ou x=--
Y 2

1
Les solutions appartiennent donc aux droites d’équation y =0 et x = — >

Il faut alors exclure le point solution correspondant a z = 0.

Conclusion : 'ensemble cherché est la réunion des droites d’équation y = 0 et x = —0,5 privé du

point O.

4.b. Tracer cet ensemble de points sur le graphique donné en annexe.

4

-1.5

r

-1.5

e» Fin du devoir e
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