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Exercice 1. Famille d’équations

Le but de cet exercice est d’étudier pour n entier non nul 1’équation (F,,) :

Inx

1
X n
. . o Inz
Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo] par: f(z) = —.
x

1. Etudier les variations de f sur ]0 ; oo et déterminer son maximum.

W Corrigé

La fonction f est dérivable sur |0 ; 4oo[. Elle est de la forme u/v donc de dérivée
intervalle on obtient :

u'v —uv
———. Sur cet
v

—1
f’(w) _ 1 2n:1:

T

Puisque le dénominateur 2 est strictement positif sur |0 ; +ocol, f est du signe du numérateur (1 — Inx) et

ona:
l1-Inz=0 < z=-¢
— 1-lhe<0 <= z>¢
l-Inz>0 <= z<e
1 1
On obtient puisque f(e) = —= =
e e
z 0 € +00
Signe de f/(x) + 0 -

('D|n—

Variations de f /

s 0

Le calcul des limites est trivial, en 400 on applique les croissances comparées, et en 07 il n’y a pas de forme
indéterminée.

2. Montrer que pour tout entier n > 3, 1’équation (F,,) posséde sur [1 ; e] une unique solution notée «,.

W Corrigé

* Sur[1; e]lafonction f est strictement croissante et continue.
e Par ailleurs, puisque n > 3, on a
<

1 1
0<—< —
n €

o= Wi

1
Donc — est bien compris entre f(1) = 0et f(e) =
n

 Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation (E,,) posséde sur [1 ; e]
une unique solution notée a,.
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(7% €

Variations de f

0
3. Sur le graphique ci-dessous sont tracés :
* la courbe €% ;
. . . . 1 1 1
* les droites d3, d4 et ds d’équations respectives : y = 3’ Y= 1 ety = 3

Ay
“d_'"- /—\
1a. / \

=Y

3.a. Conjecturer le sens de variation de la suite (o).

fgf Corrigé

On remarque que pour n > 3, o, est I’abscisse du point d’intersection de la droite d,, avec la courbe de

f pour x compris entre 1 et e.
La suite () semble décroissante.

3.b. Comparer, pour tout entier n > 3 les nombre f (a,) et f (n41)-

% Corrigé

Pour tout entier n tel que n > 3 :
1 1

<€ =
n+1 n

1
Or on sait que «, est I'unique solution de I’équation f(x) = — sur [1; e] donc f(ap+1) =
n
1
f(an) = — ce qui nous donne :
n

1

—— < flom) =

f(an+1) = nt 1

1 t
— e
n+1
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3. c. Déterminer le sens de variation de la suite (o, ).

W Corrigé

On vient de montrer que pour tout entier n.tel que n > 3ona:

flang) < flam)

De ce fait puisque f est strictement croissante sur |1 ; + e | et que v, appartient a cet intervalle (d’apres
la question 2.) :

Qn+1 < Qp

La suite (a,) est strictement décroissante.

3.d. En déduire que (o) converge.

W( Corrigé

La suite (o, ) est décroissante et minorée par 1 car o, appartienta |1 ; e]; elle est donc convergente
vers une limite fet1 </ < e.

4. On admet que pour pour tout entier n > 3, I’équation (F,,) posseéde une autre solution 3, telle que 1 < o, < e < S, et
que la suite (3,,) est croissante.

4.a. Etablir que pour pour tout entier n > 3 :

W Corrigé

Par définition, pourn > 3onal < a, < e < [, et:

In 3, n
fB) =3 = St =2 > =

Or la suite (8,,) est croissante donc pourn > 3 ona:

En composant par la fonction, In qui est strictement croissante sur R :
In 3, > In B33

On applique alors la relation démontrée : In 3,, = — ce qui nous donne pour n > 3 :
n

_ Bn
0P = :>'6—”>&<:> ﬂRQn&
In B, > InfBs no3 3
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4.b. En déduire la limite de la suite (53,,).

% Corrigé

Puisque $3 > 0,on a:

Et puisque 5, > n %, le théoreme de comparaison permet de conclure :

lim g, =+

n—-+o0o

< Fin du devoir &~
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