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c%Remarque historique
Historiquement, les nombres complexes prennent naissance au 16¢siecle.
Afin de résoudre des équations du troisieme degré, les mathématicien italiens vont introduire dans leurs calculs, des
"nombres" présentant des racines carrés négatives.

La méthode ici présentée est celle dite de Cardan (1501 -1576) , mais on devrait I’attribuer a Niccolo Fontana Tarta-
glia (1499-1557) a qui Cardan a volé la méthode. Cardan publie les formules de résolution en 1545, dans son Ars Magna.

C’est cependant le mathématicien italien Scipione del Ferro (1465- 1526), qui a le premier trouvé une méthode de réso-
lution d’équation de troisieme degré qu’il ne publiera pas.

On va aussi s’intéresser ici a I’équation dite de Bombelli, du nom du mathématicien italien Raphaél Bombelli (1526-
1572). Ce dernier va utiliser les formules de "Cardan" et introduire les nombres complexes dans son Ars Magna de
1572.

De nombreux compléments historiques sur www.math93.com.

Partie I. Une formule pour résoudre : 2° = pz + ¢

On cherche ici a résoudre des équations de la forme, pour p et g réels :

2’ =pr+q

Exercice 1. La formule de Tartaglia-Cardan

,—[Propriété 1 (La formule de Tartaglia—Cardan)} <
Soit I’équation (E) : 2® = px + q.
On pose
el
27

Si A’ > 0, une solution de I’équation (E) est :

i/q_ A/ i/q—‘r A/
v SR 2

\. J

1. Vérifier avec I’équation 22 = 62 + 9 que la formule fonctionne.

2. Démonstration de la formule de Tataglia-Cardan.
On considere 1’équation :
(B) @ a®=prtq

2.a. On cherche z sous la forme xr = u + v avec uv = g

Montrer que I’équation (E) est équivalente a :

P =pr+q = p’
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W Corrigé

Posons z = u + v, I’équation (E) dévient alors :

{w3=pw+q — {(u+v>3=p(u+v>+q

ud + 03+ Buv —p)(u+v) —qg=0
rT=u-+uv rT=u+v

r=u-+v

Avec la condition de simplification uv = g on obtient alors :

3 3
3 3 _ u” +v° =q
u® + v° 4+ (3uv — u+v)—q=0
W —prtq (Buv —p)(u+v) g o
— 0 E
fvfu;rv S Yo —utw — B 27
_ r=u-+v
uY = = _P D
3 w=3 w =3

2.b. Démontrer alors que u? et v sont solutions de I’équation (Es) :
3

P
Ey) @ X?—gX+—=0
(E2) ¢ X + o

g{ Corrigé
u? P =g ; ) p?
, on cherche u? et v® dont on connait le produit P = o7 et la somme S = ¢. On sait

Puisque 5 3 3
WP = =

alors qu’ils sont solutions de 1’équation du second degré :
3

X2 _SX+P=0 < X2—qx+§—7=o

4p3
2. ¢c. Résoudre I’équation (FE>) dans le cas out A’ = ¢% — 2_p7 > 0.

ng Corrigé
3

L’équation du second degré X2 — ¢ X + 5—7 = 0 est de la forme aX? + bX + ¢ = 0 avec :

a=1
3

b:_q :}A/: 2—4i
T~ 97

. 4p? . .
SiA =¢? - QL > 0, les solutions (éventuellement confondues) de 1’équation sont :

qg— VAN _ g+ VA

XlzT et Xy 5

4 3
2.d. En déduire, toujours dans le cas out A’ = q2 — 2_p7 2 0 une solution de 1’équation (E).

2/6

www.math93.com / M. Duffaud


www.math93.com

TD n°0 - Tle Maths Expertes - Complexes

Equations de degré 3
W Corrigé
4 3
* Lors de la question (2. ¢. ) on a montré que si A’ = q2 — 2_p7 > 0, les réels X7 et X5 étaient des solutions,
PP
éventuellement confondues, de 1’équation (E») : (F2) : X? —¢X + f = 0.

* D’aprés la question (2. b. ), on a montré que u? et v étaient solutions de 1’équation (E5) donc :

5 _ - VA 3 _ g+ VA
W=t et v¥P=""7—

2 2
Soit
V2 @
Or on a posé & = u + v donc une solution de I’équation (E) : 2° = px + ¢ est

i/q - A/ i’/q + A/
- 5 ' 2

La formule trouvée est dite formule de de Cardan dans les manuels post-bac, mais nous la nommerons ici formule de
Trataglia-Cardan, pour réhabiliter Tartaglia.

Dans la pratique, la difficulté va venir de la simplification de la racine cubique et surtout de I’expression des solutions dans
le cas ou A’ > 0. C’est I’ingénieux Bombelli qui va apporter une solution au probléme.

Partie II. Audacieux Raphaél Bombelli (1526-1572)

W Remarque historique

Raphaél Bombelli (1526-1572) va utiliser la formule de Tartaglia-Cardan et faire preuve d’une audace incroyable en
3

. 4 . . N . , PR
I’appliquant aux cas ot A’ = ¢? — % est négatif. Cela va faire apparaitre des racines carrées de nombres négatifs.
Bombelli introduit alors un nombre qu’il nomme (piit di meno) dont le carré est égal a (—1), c’est le fameux i complexe

qui sera introduit bien plus tard par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783). Bombelli effectue ses calculs
en utilisant les mémes régles que dans IR et en remplacant i % par (—1) afin de retrouver les racines réelles de 1’équation.

Exercice 2. Résolution de I’équation 2° = 15z + 4

On va donc ici refaire les calcul de Rapha&l Bombelli (1526-1572).

On considere 1’équation 2® = 15x + 4 dite équation de Bombelli car c’est avec cet exemple qu’il introduit son fameux, pii di
meno, le futur i complexe, dans son ouvrage Ars Magna (1572).
4 3
1. Calculer A’ = ¢% — P avec I’équation de Bombelli 23 = 15z + 4.

27
%f Corrigé

L’équation 23 = 15x + 4 est de la forme 2% = px + ¢ avec :

—1 4p
P= Ny

2. En introduisant un nombre i tel que i? = —1, écrire A’ sous la forme d’un carré.
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W Corrigé
| %

3. Calculer alors (2 + i)3 et (2 — i)3.
On rappel que (a + b)3 = a® + 3a?b + 3ab® + b>.

W Corrigé
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A =¢® — —— = 484 = —22% = (—1) x 22% = i? x 22% = (22i)?

2+i)P=224+3x22xi+3x2xi?+i?
(2+i)P=8+12i +6x i?+i?

2 3 0%

Puisque i“ = —1ona i =1 x i = —i donc

(2+i)P=8+12i —6—i
(24+1) =2+11i

Et de méme on obtient :
(2—i)*=2—11i

4. Déterminer une solution « de I’équation de Bombelli & 1’aide des formules de Tartaglia-Cardan.

%f Corrigé

On va appliquer la formule de Tartaglia-Cardan 4 1’équation 3 = 15 + 4 qui est de la forme x> = px + ¢ avec :

—1 4p?
{545 — A= ¢’ - o = —484 = (22i)°

La solution est alors d’apres I’exercice 1 :
3/ q— VA 3/ q+ VA
‘= > 2

- i/4 VEZIE </4+ J(@21)?
B 2 2

</4—221 +§/4+221
a:
2 2

a=+v2-11i + V2 + 11i

Or d’apres la question (3.), on sait que (2+1i)% = 2+11i donc /2 + 11i = (2+1)etdonc ¢/2 — 111 = (2—1i)

a=2-111i +2+11i

a=4

5. Déterminer trois réels a, b et c tels que :

23— 152 — 4= (z — a)(az® + bz + ¢)
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W Corrigé

On va procéder par identification des coefficients polynomiaux.

23— 150 — 4= (z — 4)(az® + bz +¢c) <= z° — 15z — 4 = az® + (b — 4a)2”® + (c — 4b)x — 4c

a=1

a=1
b—4a=0
<= <~ (b=4
c—4b=—-15
c=1
—4c=—4

Donc

23— 150 — 4= (z — 4)(z% + 4z + 1)

6. En déduire les solutions dans R de I’équation de Bombelli.
W Corrigé
On va procéder par identification des coefficients polynomiaux.

rx=4

3 3 2
— 152 —4=0 < — 15z —4=(r—-4 +4r+1)=0 <
x x x x (x —4)(z z+1) {x2+4x+10

L’expression (:E2 + 4dx 4+ 1) est un expression du second degré de la forme (ax2 + bz + c). Avec :

a=1
b=4 |—=A=12>0
c=1

Le discriminant A étant positif, la fonction polyndme du second degré x — (x2 + 4dx+ 1) admet deux
racines réelles distinctes :

—4 — /12 —4 + /12
xlzfz—?).? et xgz;m—o.i’)

Les solutions de 1’équation de Bombelli 23 = 15z + 4 sont donc les réels :

S:{4; 23, f2+\/§}

Partie III. Des équations de degré 3

Exercice 3. Résolution de I’équation 2° = 51z + 104

Soit I’équation : 2 = 51z + 104.
1. Calculer alors (4 + i)3 et (4 — i)3.

2. Déterminer une solution o de 1’équation 2® = 51z + 104 a I’aide des formules de Tartaglia-Cardan.

3. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
23 — 51z — 104 = (z — a)(az® + bx +¢)

4. En déduire les solutions dans R de I’équation 23 = 51z + 104.
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Exercice 4. Résolution de ’équation 2® = —6x + 7

Soit I’équation : 23 = —6x + 7.

1. Déterminer une solution o de 1’équation 2 = —6z + 7 a 1’aide des formules de Tartaglia-Cardan.

2. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que :
23+ 61— 7= (x — a)(ax® + bx + ¢)

3. En déduire les solutions dans R de I’équation 23 = —6z + 7.

Gerolamo Cardan (1501-1576) Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557)

~ Fin du devoir &~
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