| TD 1 - Algorithmes
Math93.com Journée 1

T34

| Le symbole # (se lit « croisillon », « hash » en anglais , symbole proche du « diese ») permet de faire
figurer dans le corps du programme un commentaire qui ne sera pas pris en compte lors de son exécution.

)

Le symbole = n’est pas celui de 1’égalité mathématique, il n’est d’ailleurs pas symétrique. Il s’agit d’af-
fecter une valeur a une variable : on stocke une valeur numérique ou du texte dans une mémoire.

IN

Conformément au document officiel présentant les évolutions du programme 2017 (disponible éduscol),
les notions d’entrées-sorties (fonctions input et print) ne sont pas a mettre en avant : elles ne relevent pas
de la pensée algorithmique et 1’accent mis par le programme sur la notion de fonction permet de s’en
libérer completement.

Exercice 1. Les variables sous Python

55 Code Python
VarA=2 # la variable VarA vaut 2
b4=3.1 # la variable b4 vaut 3,1
s=b4+3 # s vaut 6,1
c,d=4.2,7 #c vaut4,2 etd vaut 7
e="bonjour" # e vaut " bonjour" (chaine de caracteres)
E= "Hello!" # E vaut "Hello!" (chaine de caracteres différente de e car minuscules et majuscules sont
considérées différentes)

Si on lance le programme précédent, rien ne s’affiche car aucun affichage n’est demandé.
Par contre, si vous écrivez VarA dans la console de droite (sur repl.it par exemple), I’ affichage sera 2 ...

La copie d’écran suivante montre, a gauche, un module dont I’exécution est lancée par un clic sur le bouton >; a droite on
voit la console, ol on exécute quelques instructions pour tester la correction du module. Les commandes de la console sont
annoncées par I’invite >. En revanche, le module est un simple fichier texte, qui pourrait &tre retravaillé dans n’importe quel
éditeur de texte.
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VarA=2
b4=3.1 #
s=b4+3 # /al
c,d=4.2 , 7

e= " bonjour”
E= "Hello !"
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Exercice 2. Variables et affectations simultanées

1. On considere la suite d’affectations ci-dessus écrit sous Python.

Programme2A
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+ b
- b

Donnez les valeurs de a et b en sortie.
2. On considere la suite d’affectations ci-dessus écrit sous Python.

Programme2B

T wN

=a+b,a-»>b

Donnez les valeurs de a et b en sortie.

3. Etonnant non?

-\@’-Remarque

Notez la différence entre les résultats.

e Dans I’exemple 2B ci-dessus, les valeurs de a et b sont affectées simultanément en utilisant
les valeurs des lignes précédentes.

e En revanche dans le 2A, les affectations sont successives, ce qui explique les résultats diffé-
rents.

Ainsi a,b = b,a échange les valeurs des deux variables a et b (sans utilisation d’une variable
tampon).

Les fonctions

Exercice 3. Une fonction ... d’Euler

def nom_ fonction(parametres) :

def nom_ fonction(paramétres) : définit une nouvelle fonction, les deux points entrainent une indentation
délimitant la déclaration de la fonction. Le bloc peut servir a effectuer une série d’actions, mais le plus
souvent il se termine par refurn pour renvoyer une ou plusieurs valeurs.

def f(x):
return xxx — x + 41

1. La fonction définie ci-dessus renvoie I'image de la variable z par la fonction f définie par f(z) = 2% — 2z + 41.
Tester le programme avec des entiers naturels en écrivant dans la console (a droite sur ripl.it ou votre logiciel IDLE)
directement f(1) ou f(2) par exemple.

P

a™ s’écrit sous Python x * *n ou pow(x , n).
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2. On veut maintenant calculer les valeurs de la fonction f pour « entier variant de 0 a 19 par exemple.

T range(début , fin , pas)

range(début , fin , pas) : Génere une liste d’entiers. Les parametres début et pas sont optionnels.

e Dans I’intervalle [0, fin[ si un seul parametre est renseigné.
L = range(4) va créer la liste [0, I , 2, 3] de 4 termes, le premier sera L|0] = 0,
le dernier L[3] = 3.

e Dans I’intervalle [début ; fin[ si 2 parametres sont renseignés.
L = range(1, 5) va créer la liste [1 , 2, 3, 4] le premier terme sera L|0] = 1 et le dernier
L[3] = 4.

e Dans I’intervalle [début ; fin[ mais de pas en pas, si les 3 parametres sont renseignés.
L =range(2,9, 2) va créer la liste [2,4,6, 8] .

1 valeursx = [x for x in range(20)] #permet d’itérer pour x de 0 a 19
2

3 valeursf [f(x) for x in range(20)] # ou [f(x) for x in valeursx]

Pour visualiser le résultat, écrire simplement valeursx et valeursf dans la console de droite.

o

S’inspirant de I’écriture mathématique d’un ensemble en compréhension,
par exemple {x | z €[0; 19] } Python propose une syntaxe utile pour la création d’une liste en

compréhension : [ z for x in range(20) |.

Pour de nombreux compléments, faire le TD Fonctions 1 : Une fonction d’Euler ...

Avec le module math

Exercice 4. Périmetre et aire

Ecrire une fonction de paramétre r qui renvoie le périmetre d’un cercle de rayon 7 puis une autre (aussi de parametre ) qui
renvoie 1’aire du disque de rayon r.

P

Les fonction mathématiques de base sont présentes dans le module math qu’il faut appeler au début du
programme sous la forme import math.
Pour le nombre 7 écrire tout simplement : math.pi

Astuce : En écrivant from math import * au début on importe directement toutes les fonctions et from
math import pi on importe le nombre pi (enfin une valeur approchée !) ce qui permet d’écrire directement

pi (au lieu de math.pi).

Toutes les fonctions sur la fiche 1 de : www.math93.com

périmétre et aire

import math

def perimetre(r):

"’In : r un flottant, le rayon d’un cercle
Out : le périmetre "’
return

def aire(r):
“’’In : r un flottant, le rayon d’un disque
Out : |’aire du disque "’
return
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Instructions conditionnelles

Les Conditions du test

e a!=0: La condition « a différent de zéro » s’€crit « a!/=0 ».

e a==(: La condition « a égal a zéro » s’écrit « a==0 », (avec deux fois le symbole =).

< et > : Ces symboles désignent les inégalités strictes habituelles.
e <= et >=: Ces combinaisons de symboles désignent les inégalités larges < et > habituelles.

and et or

— and : Permet d’effectuer une instruction si deux tests sont vérifiés simultanément.
On peut sous Python écrire comme condition :

aulieude if2<=xzandx <5:

— or : Permet d’effectuer une instruction si au moins un test sur deux est vérifié.

Exercice 5. Racines d’une fonction polynome du second degré : quelques exemples

1. Delta:
La fonction suivante cherche a renvoyer le déterminant d’une fonction polynéme du second degré de la forme f(x) =
az? + bz + ¢ (avec a non nul).

DELTA

def delta(a,b,c):
"""IN : a, b, c des réels (flottants)
OUT : le discriminant d’une fonction polynéme de Ila forme axxx + bx + c
assert al=0
return

o

- docstring : le texte entre triple apostrophe * ’ °, juste sous la premiere ligne de la définition de la
fonction delta, s’appelle la docstring de la fonction. C’est le texte qui apparait si on demande de
I’aide : sous la forme help(delta)

- assert permet de renvoyer une erreur d’assert si la condition n’est pas vérifiée.

[T VO R

2. Sommet : Ecrire  la suite de la précédente fonction (attention 2 1’indentation) une autre fonction sommet(a, b, ¢) qui
renvoie les coordonnées du sommet de la courbe représentative de la fonction polyndme du second degré de la forme
f(x) = ax? + bx + ¢ (avec a non nul).

Votre fonction devra utiliser la fonction delta(a, b, ¢) ou la fonction f et présenter une docstring et une assert.

Sommet

1 def sommet(a,b,c):

©
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3. Racines : Ecrire une fonction racines(a, b, ¢) qui renvoie les racines éventuelles de la fonction polyndme du second

degré de la forme f(z) = ax? + bx + ¢ (avec a non nul).
Votre fonction devra utiliser la fonction delta(a, b, c) et présenter une docstring et une assert.

La fonction racine carrée s’obtient aprés import du module math par math.sqrt().

if test : ... else : ...

if test : ... else : ... : Effectue les instructions indentées lorsque le test est vérifié, sinon effectue les
instructions alternatives indentées.
Remarques :

o e "else" est aligné avec le "if" qui lui correspond.

"o

e Taper " :" puis appuyer sur la touche "entrée" pour passer a la ligne, provoque l'indentation
automatique.

programme 5A : racines

def racine(a,b,c):
"""renvoie les racines éventuelles d’une fonction polynéme de la forme axxx + bx + c
assert al=0

oW o -

4. La structure if... elif ...
Modifier (si besoin) votre fonction racine(a, b, ¢) en utilisant la structure :

if testl : instructions] elif test2 : instructions2

if testl : instructionsl elif test2 : instructions2 : Effectue les instructions] indentées lorsque le test1
est vérifié, sinon effectue le test2 et, si celui-ci est vérifié, effectue les instructions2 indentées.
Remarques :

e On peut enchainer autant de "elif" que nécessaire.

e On peut terminer une série de "elif" par un "else" afin d’étre siir de traiter tous les cas.

programme 5B : racines

© ® N w A W o —

def racine(a,b,c):
"""In : a, b, ¢ flottants
Out : renvoie les racines éventuelles d’une fonction polynéme de la forme axxx + bx + c
assert al!=0
if

return
elif

return
else:

return

Exercice 6. Un cas ... singulier

On considere la fonction polyndme du second degré définie par :
P(z) =22 4+0,82+0,16 =0

On obtient facilement :
A=0,8-4x%x0,16=0

Et pourtant ... tester vos fonctions !

www.math93.com / M. Duffaud
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Instructions itératives

Exercice 7. Somme des inverses des carrés

1. Calculer la somme des inverses des carrés de 1 a4 :
1 1 1 1
1(4):ﬁ+§+§+ﬂz---
2. Ecrire un programme qui calcule la somme des inverses des carrés de 1 4 n. Tester votre programme avec le calcul

précédent.

for 7 in Liste :

for iin Liste :
Exécute une instruction ou un bloc d’instructions quand ¢ décrit la Liste.

On peut utiliser une liste donnée explicitement ou sous la forme range(a,b).

programme? : somme des inverses des carrés

def invc(n):
s =0
for x in range(...)

L N O

return

3. Calculer des valeurs pour n trés grand et conjecturer la limite de cette somme.
2
™
Comparer votre résultat au nombre 3 ~ 1,64493416.

Pour calculer une valeur approchée de ce nombre, n’oubliez-pas d’importer le module math.

4

C’est le génial mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783) qui démontre le premier que cette somme
converge (on parle de série convergente). Il prouve ce merveilleux résultat :

1 . 1 . 1 . 1 P 2

7 " 27 g A G
En 1731 Euler trouve 6 décimales, c’est déja un exploit car la série converge trés lentement (avec 1000 termes,
on n’obtient que 2 décimales). En 1733 il calcule 20 décimales !

4. Ecrire une fonction f(n) qui donne le nombre de termes de cette somme nécessaires a une approximation a 10~ de la

T N
limite — ainsi que I’approximation obtenue .

While condition :

while condition :
Exécute une instruction ou un bloc d’instructions tant que la condition est vérifiée. (La boucle peut

donc ne jamais étre exécutée si, d’entrée la condition n’est pas remplie).

6/10
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Exercice 8. Moyenne d’une liste de valeurs

Une liste : L

Une liste est une suite d’éléments numérotés de mA®me type dont le premier indice est 0. En Python, une
liste s’écrit entre crochets [... , ..., ..., ...] avec les éléments séparés par des virgules.

e Le premier élément de la liste est L[0], le 2¢ est L[1], ...

Une liste peut étre écrite de maniere explicite : L = ["Lundi", "Mardi","Mercredi"]

Sa longueur est donnée par len(L).

o Si les éléments de la liste sont comparables, le max. est donné par max(L), le min. par min(L)

L=[] permet de définir une liste vide.

Si L est une liste, I’instruction L.append(x) va ajouter 1’élémentt [x] a la liste L.

1. Définissez deux listes de nombres L1 et L2 ainsi :

gCodePython
Ll=[-1,3,5,7, 10]
L2=[5, 12,15, 7, 10, 19]

2. Calculer la moyenne de ces deux séries de valeurs.

3. On veut écrire une fonction qui renvoie la la moyenne des termes d’une liste. Compléter-le et tester-le sur les listes L1 et
L2.

programmes8 : une moyenne

def moyenne(liste):
">’In : une liste de nombres
QOut: la moyenne de la liste
s =0
for x in liste

1

S Y T

return

4. Modifier-le pour que la fonction renvoie aussi la longueur de L, la valeur maximale et la minimale de la liste.

max(L) et min(L) :

| max(L) et min(L) renvoie les valeurs maximale et minimale des éléments de la liste L.

-@'—Question Bonus

4. a. Ecrire une fonction maxi(liste) qui donne le maximum de la liste, sans utiliser la fonction max.

4.b. Ecrire une fonction mini(liste) qui donne le minimum de la liste, sans utiliser la fonction min.
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Exercice 9. Un algorithme de seuil : la population mondiale

En 2018 la population mondiale est estimée a 7 577 millions (environ 7,6 milliards) . Le taux annuel de la croissance démogra-
phique de la population mondiale est d’environ 1,2 %.

1.

Le programme suivant cherche a déterminer en quelle année, si cette évolution se poursuit, la population mondiale dépas-
sera 10 milliards et quelle sera cette population . Compléter puis exécuter cet algorithme dans la console afin d’obtenir la
réponse cherchée .

programme9 : un algo. de seuil

T Y N

def pop(seuil):
population=7577000000
annee=2018
while

return (population,annee)

On cherche un affichage différent. Compléter le programme ci-dessous et lancer-le pour déterminer quand la population
mondiale dépassera les 20 milliards et qu’elle sera cette population. Arrondir au centieme de milliard.

round(b ,n)

round(b , n) va renvoyer 1’arrondie de b a 10~ pres.
Par exemple : round(2.2563, 2) => 2.26

[ Y N

(a,b)=pop(20x10%x9)

print("La population sera de" ,a , " milliards en " , b)

# ou print("La population sera de %f milliards en %d." %(a,b))

Ecrire maintenant une fonction listpop(seuil) inspirée de la fonction pop(seuil), qui va renvoyer une liste avec les popu-
lations en milliards (et arrondies au centieme de milliards) et les années correspondantes jusqu’au seuil.

Par exemple :

Résultat dans la console
>listepop (8+10xx9)

=> [(7.67, 2019), (7.76, 2020), (7.85, 2021), (7.95, 2022), (8.04, 2023)]

L T - Y N T

def listepop(seuil):
population=7577000000

annee=2018
L=[] # cela va définir une liste vide
while
L=L+[....]
return L

Exercice 10. Termes d’une suite définie par une relation de récurrence

Ecrire une fonction de parametre n qui renvoie une liste avec les n premiers termes de la suite u définie par :

Un+1 =1,02 X up —5H

() ers { =2
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Statistiques et le module random

Opérations/Symbole Interprétation Exemples de syntaxe

random() Cette fonction renvoie un nombre déci- | random()
mal de I'intervalle [0; 1[, choisi selon | => 0.6769974844907992
une densité uniforme sur cet intervalle.

uniform(min,max) Cette fonction renvoie un nombre déci- | uniform(10;20)
mal de I'intervalle [min; max[, choisi | => 17.528069812587194
selon une densité uniforme sur cet in-

tervalle.

randint(min,max) Renvoie un nombre entier de I’inter- | randint(10,20)
valle [min; max], avec un tirage équi- | => 14
probable

Exercice 11.  Algorithme de Monte-Carlo

A

-0~

0.5 1

\]

0.5 10

Soit un point M de coordonnées (z,y), ot 0 <z < let0 <y < 1.
On tire aléatoirement les valeurs de x et y entre 0 et 1 suivant une loi uniforme. Le point M appartient au disque de centre (0, 0)
de rayon R = 1 si et seulement si 22 + 32 < 1.

La probabilité que le point M appartienne au quart de disque est %, puisque le quart de disque est de surface

TR &
S = = —
T4 s
et le carré qui le contient est de surface
Sy=R*=1

Si la loi de probabilité du tirage de point est uniforme, la probabilité de tomber dans le quart de disque vaut

s
P=5 =1

. . . . . . . m .
En faisant le rapport du nombre de points dans le disque au nombre de tirages, on obtient une approximation du nombre 1 sile

nombre de tirages est grand.
Ecrire une fonction montecarlo(n) qui renvoie donc une approximation de 7 avec cette méthode.

programme10 : une approximation de pi

from random import x

def montecarlo (n):
"""renvoie une approximation de pi"""

return
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La suite de Syracuse

Compléments historiques : www.math93.com

Exercice 12. La suite de Syracuse

En mathématiques, on appelle suite de Syracuse une suite d’entiers naturels définie de la maniere suivante :
On part d’un nombre entier plus grand que zéro;

e g’il est pair, on le divise par 2;
e s’il est impair, on le multiplie par 3 et on ajoute 1.

En répétant I’ opération, on obtient une suite d’entiers positifs dont chacun ne dépend que de son prédécesseur.

Par exemple, a partir de 10, on construit la suite des nombres : 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2... C’est ce qu’on appelle la
suite de Syracuse du nombre 10.

Apres que le nombre 1 a été atteint, la suite des valeurs (1,4,2,1,4,2...) se répete indéfiniment en un cycle de
longueur 3, appelé cycle trivial.

La suite (u,,) est définie pour tout entier n par :

e up =N € N*et

Un si air

— i u, pai

e Vn €N, uy = 2 P )
3un +1  siu, impair

1. Ecrire une fonction s(n) qui renvoie n divisé par 2 si n est pair et 3n + 1 sinon. On pourra tester si n est bien entier.

a % b : Renvoie le reste de la division euclidienne de a par b.

a // b : Renvoie le quotient de la division euclidienne de a par b.
a / b : Renvoie le résultat de la division décimale de a par b.
int(n) : renvoie la partie entiere de n.

2. Ecrire une fonction syr1(N,p) qui renvoie la liste de p premiers termes de le suite, pour la suite de Syracuse de N, avec
N et p entiers non nuls.

3. A priori, il serait possible que la suite de Syracuse de certaines valeurs de départ n’atteigne jamais la valeur 1, soit qu’elle
aboutisse a un cycle différent du cycle trivial, soit qu’elle diverge vers I’infini. Or, on n’a jamais trouvé d’exemple de
suite obtenue suivant les regles données qui n’aboutisse pas a 1 et, par suite, au cycle trivial.

La conjecture de Syracuse, encore appelée conjecture de Collatz, conjecture d’Ulam, conjecture tchéque ou probleme
3z + 1 est I’hypothese mathématique selon laquelle la suite de Syracuse de n’importe quel entier strictement positif
atteint 1.

3.a. Ecrire une fonction syr2(N) qui renvoie la liste des termes de la suite de Syracuse de N jusqu’a 1.

3.b. Ecrire une fonction syr3(N) qui renvoie pour la suite de Syracuse de N :

e Le temps de vol : c’est le plus petit indice n tel que up, = 1.
e [altitude maximale : c’est la valeur maximale de la suite.
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