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Lundi 7 Avril 2014
Correction

Pour les candidats nw'ayant pas suivi l'enseignement de spécialité maths

Exercice 1. Vrai ou Faux 4 points

Commun a tous les candidats

1. Proposition n°1 : Fausse
Le nombre dérivé h'(—1) est donné par le coefficient directeur de la tangente a la courbe %}, au point d’abscisse —1. Or ici,

une simple lecture graphique nous donne ce coefficient directeur : | b’ (=1) = =5 # -2 ‘

2. Proposition n°2 : Fausse
En mathématiques, une fonction réelle d’'une variable réelle est dite convexe si son graphe est « tourné vers le haut»; c’est a
dire que si A et B sont deux points du graphe de la fonction, le segment [AB] est entierement situé au-dessus du graphe. De
plus on a la propriété suivante :

Proposition 1 (Fonction convexe)j

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
[ est convexe si et seulement si sa dérivée seconde "' est a valeurs positives ou nulles.

Orici sur l'intervalle [1; 4], la courbe représentative de f” est située sous I'axe des abscisses puisque le point de coordonnées
(1; 0) est le seul point d’intersection de cette courbe et de 'axe (Ox). De ce fait :

Vxell;4]; f"x)<0
3. Proposition n°3 : Vraie

eSan x e7ln4 — @5In2+7In4
5In2+71n22
5Iln2+14In2
19In2 _ ,In2"
19

@ @ O O

eSan % e7ln4 —

\S]

4. Propositionn°4: Vraie
Laire grisée, exprimée en unités d’aires, correspond a :

2
ngf gx)dx=G2)-G(1)=5-1=4 u.a.
1
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Exercice 2. Obligatoire ES et L 5 points

Candidats ES n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité et candidats L

1. Calculons u; et u;.

e Le terme u; correspond au nombre d’oiseaux en (2013 + 1) = 2014. Or chaque année, 40% des oiseaux de I'année
précédente restent et 120 nouveaux arrivent donc :

u; =40% x up +120=0,4 x 115+ 120

Soit et donc une estimation de 166 oiseaux en 2014.

e Le terme u; correspond au nombre d’oiseaux en (2013 +2) = 2015. Or chaque année, 40% des oiseaux de I'année
précédente restent et 120 nouveaux arrivent donc :

Uy =40% x u; +120=0,4 x 166 + 120

Donc | up = 186,4 = 186 | car voulant estimer le nombre d’oiseaux , il convient de retenir un arrondi a I'unité. On
estime donc le nombre d’oiseaux a 186 en 2015.

2. Algorithmes
2. a.

e Algorithmel:
Cet algorithme calcule le nombre d’oiseaux de I'année 2013 + N tel que, chaque année, 60% des oiseaux de 'année
précédente restent et 120 nouveaux arrivent. Cela ne correspond pas au cas considéré.

e Algorithme 2 : Erreur du sujet sans doute!
Cet algorithme comporte une erreur d’initialisation puisque la variable U est initialisée a 115 dans la boucle. Pour
toute valeur de l'entier N supérieure ou égale a 1, on affichera

0,4x115+115 =161

2.b. Pour n entier relatif supérieur a 0, le terme u;, correspond au nombre d’oiseaux en (2013 + n). Or chaque année, 40%
des oiseaux de 'année précédente restent et 120 nouveaux arrivent donc :

Up+1 =40% x uy, +120; avec uy =115

Soit

Up+1 =0,4u, +120

Up =115
(up) : ; VneN

3. On considere la suite (v,) définie pour tout entier n par v, = u, — 200.

3.a. Montrons que la suite (v,) est géométrique.
Pour tout entier non a:

Un+1 = Up+1 — 200
=0,4u, +120—-200

04( 80)
=0, Uy, — —
" 0,4
=0,4 (u, —200)

Un+1 = 0,41/;1

La suite (v;) est donc une suite géométrique de raison q = 0,4 et de premier terme vy = 1y — 200 = 115 - 200 = —85.

Vo =-85
(vn): ;VneN
Vn+1 =0,4vy,
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3.b. On peut donc écrire que :

[VneN; v, =-850,4)"]

3.c. Del'égalité v, = u, — 200 définie pour tout entier n, on peut en déduire I'expression de u; = v, + 200 soit :

|VneN; u, =200-85(0,4)" |

3.d. Lacapacité du centre est-elle suffisante ?

VneN; 85(0,4)" >0

et donc
vneN; -85(0,4)" <0
soit
vneN; u, =200-85(0,4)" <200

La capacité du centre étant de 200 oiseaux, elle est bien suffisante.

4. Calcul du montant des subventions.
Chaque année, la subvention est de 20 euros par oiseau présent au premier janvier. Calculons le nombre total d’oiseaux
présent entre le premier janvier 2013 et le 31 décembre 2018 = 2013 + 5. Ce nombre d’oiseaux est donné par la somme S :

S=ug+uy+ U+ uUs+ ug+ Us

S=6x200+ (vg+v1+1v2+ U3+ U4+ Us)

6

donc

or la somme des 6 premiers termes d'une suite géométrique est : vg x T

1-0,45
1-0,4
S~1058 (en prenant la troncature a I'unité)

§=1200-85x

Donc le montant total de la subvention de 20 euros par oiseau sera de 20S soit :

[20S ~ 21 160 euros

Remarque : Une méthode plus simple consistait a calculer chaque terme. Ici le probléeme étant que les termes de la suite
doivent étre entiers, c’est sans doute méthode la plus efficace :

e onconnait: uy =115, u; = 166, uy =186,

e u3=0,4xu;+120=0,4x186+ 120 = 194 (en prenant la troncature a I'unité) ;
e uy=0,4xu3+120=0,4%x194+120 =198 (en prenant la troncature a I'unité) ;
* u5=0,4xu+120=0,4%x198+120 = 199 (en prenant la troncature a I'unité).

Et donc on retrouve bien
S=1058

Donc le montant total de la subvention de 20 euros par oiseau sera de 208 soit :

208 = 21 160 euros
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Exercice 3. Probabilités 5 points

Commun a tous les candidats

Partie A

1. Arbre pondéré :

o ————— PalA)=100% — 4

/

/ e
93%
_ A
c— Pe(A)=4% —
P [Z) =96%

T~

A
Ona:
P(A)=P(AnG)+P (A n E) : d’apres la formule des probabilités totales
P(A) = P(4) x P(G) + PG(A) x P(G)
P(A)=1x7%+4% x 93%
soit

P(A)=10,72% =0,1072

2. Laprobabilité qu'un salarié ait la grippe sachant qu’il est absent est donné par :

PG < PO G)
AT Ty
_ Pg(A) x P(G)
P4(G) = P
1x0,07
PalG) = 0,1072

P4(G) = 0,652985

La probabilité qu'un salarié ait la grippe sachant qu’il est absent, arrondie au millieme est donc:

P4(G) = 0,653
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Partie B

1. Le nombre de journées d’absences annuel d'un salarié est modélisé par une variable aléatoire X qui suit une loi normale
de moyenne et d’écart type: u=14; 0 =3,5.
Or par propriété :

Propriété 1
Soit ¢ un réel et o un réel strictement positif.

X -
La variable aléatoire X suit la loi normale .4 (i ; 02) si et seulement si, la variable aléatoire Y = ,u
normale centrée réduite .4 (0; 1).

suit la loi

Donc ici, puisque X suit la loi normale .4 (14 ; 3,52) , la variable aléatoire Y = 35
N (0; 1). '
Donc:

suit la loi normale centrée réduite

7-14 X-14 21-14
P(7=X<21)=P < <

35 ~ 35 = 3,5
=P(-2=Y=<2)
=2022)-1

En effet par définition si Y suit une loi normale centrée réduite: P(—a< X < a) =2®(a) -1

P(7<sY<21)=2x0,9772-1
P(7=X<=21)=0,9544

On a donc montré que :

\P(75X521)=0,95\

2. Laprobabilité qu'un salarié comptabilise au moins 10 journées d’absence dans I'année est donnée par :

X-14 10-14
P(X210)=P( > )
3,5 3,5
-8
P(X=10)=P Y27
8
—p(v<3)
7

P(X=10)=0,87345

Onadonc:

\P(sz) :0,873\

Remarque:

Le nombre de journées d’absences ne peut dépasser le nombre de journées travaillées dans I'année,

or P(10 = X < 365) = 0,87345.
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Partie C

e Lamutuelle déclare que p = 22% de ses adhérents ont dépassé 20 journées d’absences au travail en 2013.
* Sur un échantillon de n = 200 personnes choisies hasard et de facon indépendante

28
* 28 ont comptabilisé plus de 20 journées d’absence en 2013 soit une fréquence observée de f = 200 14%.

On va regarder si la fréquence observée appartient a I'intervalle de fluctuation asymptotique. Si c’est le cas, on considérera
que 'entreprise a raison au seuil de 95%

[Théoréme 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)]

v n=z=30
Siles conditions suivantes sont remplies: { v np=5
v n(l-p)=5

Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence F, d'un caractere
dans un échantillon de taille 7 est :

I,=|p-1,96

vPaop . L eeY PP
i PR

ol p désigne la proportion de ce caractere dans la population.

On a n =200, p = 22% alors on sait que puisque :

v n=200=30
vV np=200x22%=44=5
v n(l-p)=200x78% =156=5

Les conditions de validité sont réunies donc 'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95% pour la fréquence Fxg est :

Vpa- - 0,22(0,78 V0,22(0,78
oo = p—l,QGM;p+l,96M =[0,22—1,96w;0,22+1,96#
NG v V200 V200

soit

\ I~ [16,25% ; 27,75%] \

La fréquence observée n'appartient pas a l'intervalle de fluctuation| f = 14% ¢ oo |,

donc l'affirmation de la mutuelle est rejetée.

On applique en fait la propriété suivante :

On considere une population dans laquelle on suppose que la proportion d'un caractére est p. On observe
f comme fréquence de ce caractére dans un échantillon de taille n. Si I, est I'intervalle de fluctuation de la
fréquence a 95% dans les échantillons de tailles 7, alors la regle de décision est la suivante :

e si f €I, : on considere que 'hypothése selon laquelle la proportion est p dans la population n’est pas
remise en cause et on I'accepte;

e i f ¢ I, : onrejette 'hypothese selon laquelle cette proportion vaut p.
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Exercice 4. FEtude de fonction 6 points

Commun a tous les candidats

Partie A
1. Par lecture graphique et sans justification :

1.a. Donner le prix de vente en euros de 100 litres de sorbet.
Le prix de vente de 100 litres (1 centaine de litres) de sorbet est de : 10 centaines d’euros soit 1 000 euros.

1.b. Donner 'expression de r(x) en fonction de x.
La recette, en centaines d’euros est : | r(x) = 10x | ol x est en centaines de litres dans l'intervalle [0 ; 3].

1.c. Combien l'artisan doit-il produire au minimum de litres de sorbet pour que 'entreprise dégage un bénéfice ?
Pour que I'entreprise dégage un bénéfice, 'artisan doit produire au minimum 100 litres de sorbet.

3
2. Onadmetquef 20xInx dx =901n 3 —40.
1

3
2.a. Calculons f f(x) dx.
1

3 3
f f(x)dx =f (10x2 —20xInx) dx
1 1

3 3
=10 f x> dx— f 20xInx dx ; parlinéarité del'intégrale
1 1

3 3
= 10[ X% dx— (90In3-40) ; carf 20xIln x dx=90In3 -40
1 1

3

—-90In3+40
1

3
~10] %
3

3 260
f fx)dx= ES —-90In3 +40
1

Soit

3 380
f fx)dx= = -90In3
1

2.b. Lavaleur moyenne du cofit total de production est donnée, en centaines d’euros, par :
1 3 1 (380
— | f(x)dx=—-|—-90In3|= 13,8958
3-14 21 3

soit 1 390 euros (arrondie a 1’euro).
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Partie B

On note B(x) le bénéfice réalisé par U'artisan pour la vente de x centaines de litres de sorbet produits. D'apres les données précé-
dentes, pour tout x de l'intervalle [1; 3], on a oit B(x) est exprimé en centaines d’euros :

B(x) = —10x* + 10x+20xIn x

1. Onnote B’ lafonction dérivée de la fonction B.
Montrer que, pour tout nombre x de I'intervalle [1; 3], on a: B'(x) = —20x + 201n x + 30.
Sur l'intervalle [1 ; 3], 1a fonction B est définie et dérivable comme somme et composée de fonctions qui le sont. La fonction
B est de la forme w + uv donc de dérivée w' + u' v+ uv' avec pour tout réel xde [1; 3] :

w(x) =-10x% +10x | w'(x) =-20x+10

u(x) =20x u'(x) =20

v(x)=Inx V(x) = 1
X

Donc toutréel xde[1; 3] :

1
B'(x) = —20x+10+20ln x+20x x —
X

=—-20x+10+20In x+20
B'(x) = —20x+201n x + 30

2. Ondonne le tableau de variations de la fonction dérivée B' sur[1; 3].

B(1)=10 v
B'(%) \0\

B'(3)=-83

2.a. Montrons que 'équation B’(x) = 0 admet une unique solution « sur [1; 3].

[Théoréme 2 (Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; D],
alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet
une unique solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiére démonstration rigoureuse de ce théoréme est due au mathéma-
ticien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

e Application du corollairesur [1; 3] :
— Lafonction B’ est continue et strictement décroissante sur 'intervalle [1; 3];
- Leréel k =0 est compris entre B'(3) ~ —8,3 et B'(1) = 10

— Donc, d’'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I’équation B'(x) = 0 admet une solution unique « sur l'intervalle [1; 3].

e Valeur approchée.
Pour avoir un encadrement de a, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

- Avec un pas de A =0.01 on obtient :
B’ (2,35) 0,088 >0
B'(2,36) = -0,0268<0

Une valeur approchée de a 4 0.01 pres est donc a = 2,35, (on choisit la valeur d’'image positive).

U

, donc2,35 <a<2,36.
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2.b. Endéduire le signe de B’ (x) sur 'intervalle [1; 3] puis dresser le tableau de variation de la fonction B sur ce méme

intervalle.
Le signe de B’ (x) se déduit aisément de son tableau de variations. On en déduit alors le tableau de variations de la fonction
B
X 1 a 3
10
variations \ (')
de B’ \
= —8.3‘
X 1 a 3
Signe de B'(x) + 0 -
B(a)
Variations de
B
B(1) B(3)

3. Lartisan a décidé de maintenir sa production dans les mémes conditions s’il peut atteindre un bénéfice d’au moins

850 euros. Est-ce envisageable ?
D’apres le tableau de variations, le maximum de la fonction B sur l'intervalle [1 ; 3] est atteint en a.

Ona:

B(2,35) = 8,4325

2,35 <a<2,36 =
{3(2,36) ~ 8,4328

Donc B(a) = 8,43 et le bénéfice maximal est d’environ 843 euros ce qui est inférieur aux 850 euros envisagés.

- Fin du devoir -
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