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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour faci-

liter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de l’examen, le temps est précieux! Il est

par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et

d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Vrai/Faux 4 points

Commun à tous les candidats
Soit f la fonction définie et dérivable sur ]0 ; +∞[ par : f (x) = 1+ ln(x).

On note F la primitive sur ]0 ; +∞[ de la fonction f qui vérifie F (1) = 0.
Pour tout réel x strictement positif, F (x) = x ln(x).

Affirmation 1 (Vraie)

Preuve.

F :

{

]0; +∞[ −→ R

x 7−→ F (x) = x × ln(x)

La fonction F est dérivable sur ]0; +∞[.
La fonction F est de la forme uv donc de dérivée u′v +uv ′ avec :

∀x ∈ ]0; +∞[ ; F (x)= u(x)× v(x) :







u(x) = x ; u′(x) = 1

v(x) = ln(x) ; v ′(x) =
1

x

On a donc :

∀x ∈ ]0; +∞[ , F ′(x) = u′(x)× v(x)+u(x)× v ′(x)

F ′(x) = 1× ln(x)+ x ×
1

x

Soit
∀x ∈ ]0; +∞[ ; F ′(x) = ln x +1 = f (x)

Donc F est bien une primitive de f sur ]0; +∞[ , et elle vérifie bien F (1) = 0.

La fonction f est strictement croissante sur l’intervalle ]0 ; +∞[.

Affirmation 2 (Vraie)

Preuve.

f est dérivable sur ]0; +∞[ et pour tout réel x de ]0; +∞[ on a f ′(x) =
1

x
qui est strictement positif car x est strictement

positif sur cet intervalle. Donc l’affirmation 2 est vraie, f est strictement croissante sur ]0; +∞[ .
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L’équation f (x) = 2 possède exactement une solution dans l’intervalle [1 ; 10].

Affirmation 3 (Vraie)

Preuve.
Pour tout réel x de [1 ; 10] on a

f (x) = 2 ⇐⇒ 1+ ln x = 2

⇐⇒ ln x = 1

On compose par la fonction exponentielle qui est définie sur R :

⇐⇒ x = e 1 ≈ 2,7 ∈ [1 ; 10]

Donc l’affirmation est vraie, l’équation f (x) = 2 possède exactement une solution dans l’intervalle [1 ; 10].

Remarque : on pouvait aussi appliquer le TVI mais la rédaction est un peu plus longue.

Il existe au moins un point de la courbe C pour lequel la tangente en ce point est située entièrement sous la
courbe C .

Affirmation 4 (Faux)

Preuve.

On a vu que la dérivée de f sur ]0; +∞[ était f ′(x) =
1

x
.

La dérivée seconde de f sur ]0; +∞[ est donc f ′′(x) =−
1

x2
qui est donc strictement négative sur ]0; +∞[ .

De ce fait la fonction f est concave sur cet intervalle et sa courbe représentative est située sous ses tangente. L’affirmation
4 est donc fausse.
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Exercice 2. 5 points

Commun à tous les candidats

connexion internet fixe au domicile
seulement : 28 % donc p

(

M ∩D
)

= 0,28

pas de connexion internet : 12 % donc

p
(

D ∩M
)

= 0,12

connexion internet
fixe au domicile et en
mobilité : 57 % donc

p (D ∩M) = 0,57
connexion internet en mobilité seulement :

3 % donc p
(

D ∩M
)

= 0,03

Source : CREDOC, Enquêtes sur les « Conditions de vie et les aspirations », juin 2016.

On note D l’évènement « la personne dispose d’une connexion internet fixe au domicile ». On note M l’évènement« la personne

dispose d’une connexion internet en mobilité ». On peut résumer ces données dans un tableau :

D D Total

M p (D ∩M) = 0,57 p
(

D ∩M
)

= 0,03 0,6

M p
(

M ∩D
)

= 0,28 p
(

D ∩M
)

= 0,12 0,4

Total 0,85 0,15 1

Partie A

1. Donner sans justification p(D ∩M), puis justifier que p(D) = 0,85.

• 57% des personnes interrogées disposent d’une connexion internet fixe au domicile et en mobilité donc :

p (D ∩M) = 0,57

• Par ailleurs, 28% possède une connexion fixe au domicile seulement donc :

p
(

D ∩M
)

= 0,28

• Les évènements M et M forment une partition de l’univers, donc d’après la formule des probabilités totales on a :

p(D) = p (D ∩M)+p
(

D ∩M
)

= 0,57+0,28

p(D)= 0,85

2. Calculer la probabilité que la personne dispose d’une connexion internet fixe au domicile sachant qu’elle dispose
d’une connexion internet en mobilité.
La probabilité cherchée est pM (D) or on a :

pM (D) =
p (M ∩D)

p(M)
=

0,57

p(M)

Il nous faut donc calculer p(M), on procède comme lors de la question (A1.).

• On a vu que : p (D ∩M) = 0,57 ;

• Par ailleurs, 3% possède une connexion en mobilité seulement donc : p
(

M ∩D
)

= 0,03 ;

• Les évènements D et D forment une partition de l’univers, donc d’après la formule des probabilités totales on a :

p(M) = p (D ∩M)+p
(

M ∩D
)

= 0,57+0,03 = 0,6

On en conclut alors que :

pM (D) =
p (M ∩D)

p(M)
=

0,57

0,6
= 0.95
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3. Calculer la probabilité de l’évènement « la personne dispose d’une connexion internet ».

• Méthode 1
La probabilité cherchée est p(D ∪M) et on a :

p(D ∪M) = p(D)+p(M)−p (D ∩M)

= 0,85+0,6−0,57

= 0,88

• Méthode 2.
Plus simplement, le diagramme nous indique que 12% des personnes n’ont pas de connexion donc en passant à
l’évènement contraire, 88% en ont une.
La probabilité de l’évènement « la personne dispose d’une connexion internet ». est donc 0,88.

4. Calculer pM

(

D
)

.

On cherche la probabilité que la personne ne dispose pas de connexion au domicile, sachant qu’elle ne possède pas de
connexion en mobilité.

p
M

(

D
)

=
p

(

M ∩D
)

p
(

M
)

Or on sait que :

• 12% des personnes n’ont pas de connexion donc : p
(

M ∩D
)

= 0,12;

• par ailleurs, on a montré lors de la question (A2.) que p(M) = 0,6 donc p
(

M
)

= 0,4.

On obtient donc :

pM

(

D
)

=
p

(

M ∩D
)

p
(

M
) =

0,12

0,4
= 0,3

Partie B

On interroge un échantillon aléatoire de 100 personnes dans la population française. Soit X la variable aléatoire qui, à cet

échantillon, associe le nombre de personnes ayant une connexion internet fixe au domicile.

1. Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et préciser ses paramètres.

Il y a répétition de n = 100 événements indépendants et identiques (on tire (interroge) une personne).
Chaque tirage a deux issues possibles (épreuve de Bernoulli) :

• succès de probabilité p = 0,85 quand une personne a une connexion internet fixe au domicile ;

• et échec de probabilité 1−p = 0,15 sinon.

Donc la variable aléatoire X qui est égale au nombre de succès au cours de ces n = 100 épreuves indépendantes de Bernoulli

de paramètre p = 0,85 suit une loi binomiale de paramètres n = 100 et p = 0,85.
On peut écrire :

X suit B

(

100 ; 0,85
)

ou X ∼B

(

100 ; 0,85
)

.

2. Déterminer P(X É 75). Interpréter ce résultat dans le contexte de l’exercice.
On cherche la probabilité de l’évènement P (X É 75) où X suit une loi Binomiale de paramètre n = 100 et p = 0,85 . La
calculatrice nous donne : P (X É 75) ≈ 0,006
La probabilité que 75 personnes ou moins, sur les 100 personnes interrogées, aient une connexion internet fixe au domi-
cile est d’environ 0,6%, ou encore la probabilité que plus de 75 personnes sur les 100 personnes interrogées, aient une
connexion internet fixe au domicile est d’environ 99,4%.

Calculatrices

■ Sur la TI Voyage 200 : TIStat.binomFdR ( 100 , 0,85 , 2 ) ≈ 0,006

■ Sur TI82/83+ : Menu Distrib ⇒ binomFrép ( 100 , 0,85 , 2 ) ≈ 0,006

■ Sur Casio 35+ ou 75 : Menu Opt/STAT/DIST/DINM ⇒ binomialCD ( 2 , 100 , 0,85 ) ≈ 0,006
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Partie C

1. Déterminer l’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la proportion de Français ayant une connexion
internet fixe au domicile pour un échantillon de taille 100.

Si les conditions suivantes sont remplies :







✓ n ≥ 30

✓ np ≥ 5

✓ n(1−p) ≥ 5
Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence Fn d’un caractère
dans un échantillon de taille n est si p désigne la proportion de ce caractère dans la population :

In =

[

p −1,96

√

p(1−p)
p

n
; p +1,96

√

p(1−p)
p

n

]

Théorème 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)

On a pour le cas étudié, n = 100, p = 85 %. Vérifions les conditions d’application du théorème :







✓ n = 100 ≥ 30

✓ np = 100×0,85 = 85 ≥ 5

✓ n(1−p) = 100×0,15 = 15 ≥ 5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% est alors :

In =

[

p −1,96

√

p(1−p)
p

n
; p +1,96

√

p(1−p)
p

n

]

=

[

0,85−1,96

√

0,85×0,15
p

100
; 0,85+1,96

√

0,85×0,15
p

100

]

Soit puisque les borne sont :

■ p −1,96

√

p(1−p)
p

n
≈ 0,78001 . On arrondit la borne inférieure par défaut à 10−3 près soit 0,78.

■ p +1,96

√

p(1−p)
p

n
≈ 0,91999 . On arrondit la borne supérieure par excès à 10−3 près soit 0,92.

I100 ≈
[

0,78 ; 0,92
]

2. Une enquête sur les usages du numérique, menée en juin 2016 auprès des habitants d’un petit village de montagne,
amène au constat suivant : parmi les 100 habitants de plus de 12 ans de ce village, 76 d’entre eux disposent d’une
connexion internet fixe au domicile. Que peut-on penser de l’équipement en connexion internet fixe au domicile dans
ce village ?
Dans ce village, la fréquence observée de personnes disposant d’une connexion internet fixe au domicile est de 76%.
Cette fréquence n’appartient pas à l’intervalle de fluctuation déterminé lors de la question (C1.), de ce fait cet échantillon
(ce village) n’est pas représentatif de la population française. Il est sous équipé en connexion internet fixe au domicile.
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Exercice 3. 6 points

Commun à tous les candidats

Partie A

On donne ci-dessous la courbe représentative C f d’une fonction définie et dérivable sur l’intervalle [−3 ; 2]. Le point A de coor-

données (0 ; 3) appartient à la courbe C f . B est le point d’abscisse 1 appartenant à la courbe C f .

−1

−2

1

2

3

4

1 2−1−2−3−4−5−6−7

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3

∆

b

b

A
B∆

′

C f

x

y

b

b

On dispose des informations suivantes : la fonction f est strictement décroissante sur les intervalles [−3 ; −0,5] et [1 ; 2] et elle

est strictement croissante sur [−0,5 ; 1] ; la droite ∆ d’équation y = 0,5x +3 est tangente à la courbe C f au point A ; la tangente

∆
′ à la courbe C f au point B est parallèle à l’axe des abscisses. Chaque réponse devra être justifiée.

1. Donner la valeur de f ′(1).
La tangente ∆′ à la courbe C f au point B d’abscisse 1 est parallèle à l’axe des abscisses. De ce fait, le nombre dérivée f ′(1)
qui est le coefficient directeur de cette tangente est nul, f ′(1) = 0.

2. Quel est le signe de f ′(−2) ?
La fonction f est strictement décroissante sur l’intervalle [−3 ; −0,5] et donc la fonction dérivée est négative (ou nulle) sur
cet intervalle. De ce fait, le nombre dérivée f ′(−2) est négatif ou nul, f ′(−2) ≤ 0.

Pour être plus précis, il faut utiliser la courbe représentative de f . Cette dernière ne présentant pas de tangente horizontale
au point d’abscisse (−2), le nombre dérivé en (−2) n’est pas nul et donc f ′(−2) < 0.

Remarque : une fonction strictement décroissante peut admettre une tangente horizontale. Par exemple la fonction x →−x3

est strictement décroissante sur R mais elle admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0. La stricte décroissance

implique juste que la fonction ne prend pas la même valeur en deux points distincts, et donc qu’elle n’est pas constante sur

une partie de l’intervalle.

3. Donner la valeur de f ′(0).
La droite∆ d’équation y = 0,5x+3 est tangente à la courbe C f au point A donc le nombre dérivée f ′(0), coefficient directeur
de cette tangente vaut 0,5 : f ′(0) = 0,5.

4. Le point A est-il un point d’inflexion de la courbe C f ?
La courbe ne traverse pas la tangente au point A donc la courbe ne change pas de concavité et de ce fait, le point A n’est pas
un point d’inflexion.

• Si, en un point de la courbe représentative d’une fonction
continue, la concavité passe du type « convexe » au type
« concave » (ou l’inverse), on appelle ce point, point d’in-
flexion de la courbe.

• Graphiquement, un point d’inflexion est un point où la tan-
gente coupe la courbe.

• En un point d’inflexion, la dérivée seconde, si elle existe,
s’annule et change de signe.

x

y

La courbe de la fonction x 7→ x3 présente un

point d’inflexion O(0,0).

Définition 1 (Point d’inflexion d’une fonction numérique)
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5. Déterminer un encadrement par deux entiers consécutifs de
∫1

0
f (x) dx.

La fonction f est positive sur l’intervalle [0 ; 1] donc l’intégrale
∫1

0
f (x) dx est, en unités d’aire, l’aire comprise entre la

courbe de f , l’axe des abscisses et les droites verticales d’équation x = 0 et x = 1. Cette aire est comprise entre 3 carreaux et
4 carreaux donc entre 3 et 4 unités d’aire.

Partie B

On admet qu’il existe trois réels a, b et c pour lesquels la fonction f représentée dans la partie A est définie, pour tout réel x de

[−3; 2], par : f (x) =
(

ax2 +bx +c
)

ex +5.

1. En utilisant l’un des points du graphique, justifier que c =−2.
Le point A de coordonnées (0 ; 3) appartient à la courbe C f donc f (0) = 3 et de ce fait :

f (0) = 3 ⇐⇒
(

a ×02 +b ×0+c
)

e0 +5= 3

⇐⇒ c +5= 3

⇐⇒ c =−2

2. On admet que la fonction dérivée f ′ est donnée, pour tout réel x de [−3 ; 2], par : f ′(x) =
(

ax2 + (2a +b)x −2+b
)

ex .
En utilisant les résultats de la partie A, justifier que b = 2,5 puis que a =−1.

{

f ′(1) = 0

f ′(0) = 0,5
⇐⇒







(

a ×12 + (2a +b)×1−2+b
)

×e1 = 0

(

a ×02 + (2a +b)×0−2+b
)

e0 = 0,5

⇐⇒

{(

a + (2a +b)−2+b
)

×e1 = 0

(−2+b)×1 = 0,5

⇐⇒

{

a + (2a +b)−2+b = 0

−2+b = 0,5

⇐⇒

{

3a = 2−2b

b = 2,5

⇐⇒

{

a =−1

b = 2,5

Partie C

On admet que la fonction f est définie pour tout réel x de [−3 ; 2] par f (x) =
(

−x2 +2,5x −2
)

ex +5.

1. Vérifier que pour tout réel x de l’intervalle [−3 ; 2] , f ′(x) =
(

−x2 +0,5x +0,5
)

ex .
D’après la questions (B2.) on a pour tout réel x de [−3 ; 2] :







f ′(x) =
(

ax2 + (2a +b)x −2+b
)

ex

a =−1

b = 2,5

=⇒ f ′(x) =
(

−x2 +0,5x +0,5
)

ex

2. Étudier le signe de f ′ puis dresser le tableau de variation de f sur [−3 ; 2].
La fonction dérivée f ′ s’exprime comme un produit de deux facteurs. Le facteur e x est strictement positif sur [−3; 2] car la
fonction exponentielle est strictement positive sur R. De ce fait, f ′ est du signe du facteur

(

−x2 +0,5x +0,5
)

.

L’expression
(

−1x2 + 0,5x + 0,5
)

est un expression du second degré de la forme
(

ax2 +bx +c
)

. Avec :






a =−1

b = 0.5

c = 0.5

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=⇒







∆ = (0.5)2 −4× (−1)× (0.5) = 2.25 > 0

α =
−0.5

2× (−1)
=

1

4

Le discriminant∆ étant positif, la fonction polynôme du second degré x 7−→
(

−1x2 + 0,5x + 0,5
)

admet deux racines réelles
distinctes :

x1 =
−0.5−

p
2.25

−2
= 1 et x2 =

−0.5+
p

2.25

−2
=−0.5
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f ′ est donc du signe de a =−1 donc négative à l’extérieur des racines et positive ailleurs. On obtient alors :

x

Signe de f ′(x)

Variations de f

−3 −0.5 1 2

− 0 + 0 −

≈ 4.08≈ 4.08

≈ 2.9≈ 2.9

≈ 3.6≈ 3.6

≈−2.4≈−2.4

α

0

f (x) =
(

−x2 +2,5x −2
)

ex +5=⇒







f (−3) ≈ 4,08

f (−0.5) ≈ 2,9

f (1) ≈ 3,6

f (2) ≈−2.4

3.

3. a. Justifier que l’équation f (x) = 0 admet une unique solutionα sur [1 ; 2].

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b],
alors, pour tout réel k compris entre f (a) et f (b), l’équation f (x) = k admet une unique
solution dans [a ; b].

Remarque : Le première démonstration rigoureuse de ce théorème est due au mathémati-

cien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

Théorème 2 (Corollaire du théorème des valeurs intermédiaires)

• Application du corollaire sur [1 ; 2] :

– La fonction f est continue et strictement décroissante sur l’intervalle [1; 2] ;

– Le réel k = 0 est compris entre f (1) ≈ 3,6 et f (2) ≈−2,4

– Donc, d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires,
l’équation f (x) = 0 admet une solution unique α sur l’intervalle [1; 2].

3. b. Donner la valeur deα arrondie au centième.
Valeur approchée .
Pour avoir un encadrement de α, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

• Avec un pas de ∆= 0.01 on obtient :
{

f (1,84) ≈ 0,05344 > 0

f (1,85) ≈ −0,07 < 0

∣
∣
∣
∣
∣

, donc 1,84 <α< 1,85.

Une valeur approchée de α à 0.01 près est donc α≈ 1,84 .
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Exercice 4. Obligatoire 5 points

Candidats de la série ES n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité et candidats de la série L

Pour l’année scolaire, un professeur de mathématiques propose aux élèves de sa classe le choix entre deux types d’accompagne-

ment : « Approfondissement » ou « Ouverture culturelle » . Chaque semaine, un élève doit s’inscrire dans un et un seul des deux

accompagnements proposés. La première semaine, 20 % des élèves de la classe ont choisi « Approfondissement » et tous les autres

ont choisi « Ouverture culturelle » . On admet que : 20 % des élèves ayant choisi « Ouverture culturelle » une certaine semaine

s’inscrivent en « Approfondissement »la semaine suivante ; 30 % des élèves ayant choisi « Approfondissement » une certaine se-

maine s’inscrivent en « Ouverture culturelle »la semaine suivante. On s’intéresse à l’évolution de la répartition des élèves de cette

classe entre les deux types d’accompagnement au fil des semaines. Chaque semaine, on interroge au hasard un élève de la classe.

Pour tout entier naturel n non nul, on note An l’évènement « l’élève a choisi « Approfondissement » la n-ième semaine » et pn la

probabilité de l’évènement An . On a alors p1 = 0,2.

1. Recopier l’arbre ci-dessous et remplacer chacun des quatre pointillés par la probabilité correspondante.

An
pn

An+10,7

An+10,3

An
1−pn

An+10,2

An+10,8

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, pn+1 = 0,5pn +0,2.
Les évènements An et An forment une partition de l’univers donc d’après la formule des probabilités totales :

pn+1 = p (An+1) = p (An+1 ∩ An)+p
(

An+1 ∩ An

)

= p (An)×p An (An+1)+p
(

An

)

×p An
(An+1)

= pn ×0,7+ (1−pn )×0,2

pn+1 = 0,5pn +0,2

3. On considère la suite (un ) définie pour tout entier naturel n non nul par : un = pn −0,4.

3. a. Démontrer que la suite (un ) est géométrique de raison 0,5 et préciser la valeur de son premier terme u1.

Les suites
(

pn

)

et (un ) sont définies pour tout entier n par :

(

pn

)

:

{

p1 = 0,2

pn+1 = 0,5×pn + 0,2

∣
∣
∣
∣
∣

(un ) :

{

u1

un = pn − 0,4

Pour tout entier n ≥ 1 on a :

un+1 = pn+1 −0,4

un+1 =
(

0,5 pn + 0,2
)

−0,4

un+1 = 0,5×pn −0,2

un+1 = 0,5×
(

pn +
−0,2

0,5

)

un+1 = 0,5×
(

pn −0,4
)

un+1 = 0,5×un

La suite (un ) est donc une suite géométrique de raison q = 0,5, et de premier terme u1 =−0,2 puisque :

u1 = p1 −0,4

u1 = 0,2 −0,4

u1 =−0,2
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Soit :

(un ) :

{

u1 =−0,2

un+1 = 0,5×un

; ∀n ≥ 1

3. b. En déduire pour tout entier naturel n l’expression de un en fonction de n, puis de pn en fonction de n.

La suite (un ) est géométrique de raison q = 0,5, et de premier terme u1 =−0,2 donc son terme général est

∀n ≥ 1 ; un = u1 ×
(

q
)n−1

Soit

∀n ≥ 1 ; un =−0,2× (0,5)n−1

De l’égalité définie pour tout entier n ≥ 1 :
un = pn −0,4

On peut en déduire l’expression :
pn = un + 0,4

Soit :

∀n ≥ 1 ; pn =−0,2× (0,5)n−1 + 0,4

Remarque Point Bac
Il est souvent demandé d’exprimer le terme général de la suite sous la forme pn = a × qn +b. On utilise pour cela les
propriétés de la fonction puissance. Pour n et p entiers (et q non nul) on a

qn−p = qn ×q−p =
qn

qp

Donc ici pour tout entier n, n ≥ 1 :

pn =−0,2×0,5n−1 +0,4

pn =−0,2×0,5n ×0,5−1 +0,4

pn =−0,2×0,5−1
︸ ︷︷ ︸

−0,4

×0,5n +0,4

pn =−0,4×0,5n +0,4

3. c. Déterminer la limite de la suite (un ) et interpréter ce résultat dans le contexte de l’exercice.

Si le réel q est tel que : −1 < q < 1 on a : lim
n→+∞

qn = 0.

Théorème 3

Ici −1< q = 0,5 < 1 et d’après le théorème 3 on a : lim
n→+∞

(0,5)n−1 = lim
n→+∞

(0,5)n ×0,5−1 = 0. Donc :

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

−0,2× (0,5)n−1 = 0

Par ailleurs cela implique :

lim
n→+∞

(

−0,2× (0,5)n−1 +0,4
︸ ︷︷ ︸

pn

)

= 0,4

Ce qui nous donne la limite de la suite
(

pn

)

:

lim
n→+∞

pn = 0,4

Interprétation : à terme, 40% des élèves seront inscrits en option « approfondissement ».

www.math93.com /www.mathexams.fr ©ISSN 2272-5318 10/14

http://www.math93.com/
www.math93.com
www.mathexams.fr


Correction Bac ES/L 2017 - Asie
Obli. et Spé. - 22 Juin 2017

4. On considère l’algorithme suivant :

Variables I et N sont des entiers naturels strictement supérieurs à 1

P est un nombre réel

Entrée Saisir N

Initialisation P prend la valeur 0,2

Traitement Pour I allant de 2 à N :

P prend la valeur 0,5P +0,2

Fin Pour

Sortie Afficher P

4. a. Écrire ce qu’affiche cet algorithme lorsque l’utilisateur entre la valeur N = 5.
Lorsque l’utilisateur entre la valeur N = 5, cet algorithme affiche le 5e terme de la suite soit : p5 = 0,3875.

I 2 3 4 5

P 0,2 0,3 0,35 0,375 0,387 5

4. b. Modifier l’algorithme afin qu’il affiche le numéro de la première semaine pour laquelle le pourcentage des élèves
de la classe ayant choisi « Approfondissement » dépasse 39,9.

Variables I et N sont des entiers naturels strictement supérieurs à 1

P est un nombre réel

Initialisation P prend la valeur 0,2

N prend la valeur 1

Traitement Tant Que P ≤ 39,9 Faire

P prend la valeur 0,5P +0,2

N prend la valeur N +1

Fin Tant Que

Sortie Afficher N
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Exercice 4. Spécialité 5 points

Candidats de la série ES ayant suivi l’enseignement de spécialité

Pour l’année scolaire, un professeur propose aux élèves de sa classe le choix entre deux types d’accompagnement : « Approfon-

dissement » ou « Ouverture culturelle ». Chaque semaine, un élève doit s’inscrire dans un et un seul des deux accompagnements

proposés. La première semaine, 20 % des élèves de la classe ont choisi « Approfondissement » et tous les autres ont choisi « Ou-

verture culturelle ». On admet que, chaque semaine 20 % des élèves ayant choisi « Ouverture culturelle » une certaine semaine

s’inscrivent en « Approfondissement » la semaine suivante ; 30 % des élèves ayant choisi « Approfondissement » une certaine se-

maine s’inscrivent en « Ouverture culturelle » la semaine suivante. On s’intéresse à l’évolution de la répartition des élèves de cette

classe entre les deux types d’accompagnement au fil des semaines. On interroge au hasard un élève de la classe et on suit son

choix d’option au fil des semaines.

1. On note A l’état « L’élève a choisi Approfondissement » et B l’état « L’élève a choisi Ouverture culturelle ».

1. a. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets A et B .

A B0,7

0,2

0,3

0,8

1. b. Écrire la matrice de transition M associée à ce graphe en prenant les sommets dans l’ordre alphabétique.
La matrice de transition M se construit à partir des probabilités suivantes :

• 1ère ligne : probabilité d’aller de A vers A, de A vers B ;

• 2ème ligne : probabilité d’aller de B vers A, de B vers B.

On obtient donc :

M =

(

0,7 0,3

0,2 0,8

)

2. On note P1 la matrice traduisant l’état probabiliste de la première semaine. Ainsi P1 =
(

0,2 0,8
)

.

2. a. Donner la matrice M2 puis déterminer la probabilité que l’élève ait choisi « Approfondissement » lors de la troi-
sième semaine.
On a avec la calculatrice

M2 =

(

0,7 0,3

0,2 0,8

)

×

(

0,7 0,3

0,2 0,8

)

=

(

0.55 0.45

0.3 0.7

)

Pour tout entier n, n ≥ 1 on a :
Pn = P1 ×Mn−1

Et donc

P3 = P1 ×M2

P3 =
(

0,2 0,8
)

×

(

0.55 0.45

0.3 0.7

)

P3 =
(

0.35 0.65
)

Donc la probabilité que l’élève ait choisi « Approfondissement » lors de la troisième semaine est de 0,35 .

2. b. À long terme, quelle est la probabilité qu’un élève choisisse « Approfondissement »?

Un état stable d’un graphe probabiliste à deux états, de matrice de transition M est un état P =
(

a b
)

tel que :

{

P = P ×M

a +b = 1

Définition 2 (État stable)
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Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, dont la matrice de transition M ne comporte pas de 0, l’état Pn converge
vers un état stable P indépendant de l’état initial P0.
Cet état stable vérifie l’égalité :

P = P ×M

Propriété 1 (État stable)

• Méthode 1 : On peut à l’aide de la calculatrice conjecturer que l’état stable est P =
(

0,4 0,6
)

en calculant par

exemple P10 =
(

0.399609375 0.600390625
)

. Puis on vérifie qu’il remplit bien les conditions de la définition.

• Méthode 2 : On résout le système.

{

P = P M

a +b +1
⇐⇒







(

a b
)

=
(

a b
)

×

(

0,7 0,3

0,2 0,8

)

a +b = 1

⇐⇒

{(

a b
)

=
(

0,7a +0,2b 0,3a +0,8b
)

a +b = 1

⇐⇒







a = 0,7a +0,2b

b = 0,3a +0,8b

a +b = 1

⇐⇒

{

0,3a −0,2(1−a) = 0

a +b = 1

⇐⇒

{

0,5a = 0,2

b = 1−a

⇐⇒

{

a = 0,4

b = 0,6

Donc l’état stable associé au système est bien P =
(

0,4 0,6
)

. Puisque la matrice M ne présente pas de 0, l’état Pn

converge vers l’état stable P . Á long terme a probabilité qu’un élève choisisse « Approfondissement » est de 0,4.

3. Pour tout entier naturel non nul n on note : an la probabilité que l’élève interrogé ait choisi « Approfondissement » lors de

la n-ième semaine, bn la probabilité que l’élève interrogé ait choisi « Ouverture culturelle » lors de la n-ième semaine.

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a : an+1 = 0,5an +0,2.
Pour tout entier naturel non nul n on a :

Pn+1 = Pn ×M ⇐⇒
(

an+1 bn+1

)

=
(

an bn

)

×

(

0,7 0,3

0,2 0,8

)

⇐⇒







an+1 = 0,7an +0,2bn

bn+1 = 0,3an +0,28bn

avec an +bn = 1

⇐⇒

{

an+1 = 0,7an +0,2(1−an )

bn = 1−an

⇐⇒

{

an+1 = 0,5an +0,2

bn = 1−an

Pour tout entier naturel n non nul, on a : an+1 = 0,5an +0,2.
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4. On admet que pour tout entier naturel n non nul, on a : an = 0,4−0,4×0,5n. Résoudre dans l’ensemble des entiers
naturels l’inéquation suivante : 0,4−0,4×0,5n > 0,399.

0,4−0,4×0,5n > 0,399 ⇐⇒−0,4×0,5n >−0,001

⇐⇒ 0,5n <
−0,001

−0,4
= 0,0025

On compose par la fonction ln qui est définie et strictement croissante sur R∗
+, l’ordre est inchangé :

⇐⇒ ln 0,5n < ln 0,0025

⇐⇒n ln 0,5 < ln 0,0025

On divise les deux membres par ln0,5 < 0, l’ordre change

0,4−0,4×0,5n > 0,399 ⇐⇒n >
ln 0,0025

ln 0,5
≈ 8.64385619

Donc les solutions, dans l’ensemble des entiers naturels l’inéquation suivante : 0,4 − 0,4 × 0,5n > 0,399 sont les entier
supérieurs ou égaux à 9.

5.

5. a. Recopier et compléter l’algorithme suivant afin qu’il affiche le plus petit entier naturel n non nul tel que an >
0,399.

Variables N est un entier naturel

A est un nombre réel

Initialisation Affecter à N la valeur 1

Affecter à A la valeur 0,2

Traitement Tant Que A ≤ 0,399 faire

Affecter à A la valeur 0,5× A+0,2

Affecter à N la valeur N +1

Fin Tant Que

Sortie Afficher N

5. b. Quelle est la valeur affichée par l’algorithme en sortie ? Interpréter ce résultat dans le contexte de l’exercice.
La valeur affichée par l’algorithme en sortie est N = 9. Cela signifie qu’à partir de la 9-ième semaine, la probabilité que
l’élève interrogé ait choisi « Approfondissement » est supérieure à 0,399 (mais restera toujours inférieure à 0,4).

[ Fin du devoir \
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