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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour faci-
liter la lecture et la compréhension du lecteur. 1l est cependant exclu de faire cela lors de l'examen, le temps est précieux! Il est
par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et

d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercicel. QCM

4 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

,—[Question 1 (Réponse C)}

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = e 3% + 2.

A fl(x)=-e3"+2e B. f'(x)=-3e 3 +e?
‘C. f'(x)=—-3e73* D. f(x)=e3%
Preuve.

Pour u dérivable sur I, ona (e“)’ = u’ e* et le terme e? étant une constante donc de dérivée nulle on a ici pour tout réel x :

f'(x) =_3 e—Sx

La bonne réponse est la réponse C.

,—[Question 2 (Réponse D)]

D’apres une étude, le nombre d’objets connectés a Internet a travers le monde est passé de 4 milliards en 2010 a
15 milliards en 2017. Larrondi au dixiéme du taux d’évolution annuel moyen est de :

A. 10,5% B. 68,8%

C. 393%

Preuve.

15
¢ Le coefficient multiplicateur permettant de passer de 4 milliards en 2010 a 15 milliards en 2017 est: k= —.
°

coefficient multiplicateur :
km=Q1+T%)"

Le taux d’évolution annuel moyen au cours de ces 7 évolutions successives est le taux t% correspondant donc au
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e Onobtient donc:

15 15)\7
(1+t%)7=I — 1+t%=(Z)

15\7
— 1%=|2| -1~02078

Larrondi au dixieme du taux d’évolution annuel moyen est de : 20,8%. La bonne réponse est la D.

,—[Question 3 (Réponse A)] \

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance p = 13 et d’écart-type o = 2,4. Larrondi au
centieme de P(X = 12,5) est :

B. 0,42

C. 0,54 D. 0,63

Preuve.

[Propriété 1PX<a);a< ,u)]

Sila variable X suit une loi normale A" (u ; ) alors :

P(X<p)=05=P(X>p)

. P(X<a)
De plus pour toutréel a avec a < 1 : L=41 o5

|P(X<a)=05-Pla<x<p)|

P(X=12,5)=0,5+P(12,5< X13) = 0,58
C’est laréponse A.
Calculatrices

w  Surla TI Voyage 200 : (0,5+ TIStat.normFDR(12,5, 13, 13, 2.4) )z0,582515647

m  SurTI82/83+ : normalcdfi12,5, 13, 13, 2.4) ou (fr) normalfrép(12,5, 13, 13, 2.4)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/NORM/Ncd = NormCD(12,5, 13, 2.4, 13)

,—[Question 4 (Réponse B)] <

Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [14; 16]. P(X < 15,5) est égal a:

A. 0,97

C. 0,5 D. -
4

Preuve.

15,5-14 1,5
P(X=<155=P(14<X=<155)=———= =0,75
16-14 2

www.math93.com /www.mathexams.fr ©ISSN 2272-5318 2/10


http://www.math93.com/
www.math93.com
www.mathexams.fr

\ Math93.com Correction Bac ES/L 2018 - Centres Etrangers
. Obli. et Spé. - 11 Juin 2018

Exercice 2. Obligatoire : Suites 5 points

Candidats de ES n’ayant pas suivi la spécialité et candidats de L

Des algues proliferent dans un étang. Pour s'en débarrasser, le propriétaire installe un systéme de filtration. En journée, la masse
d’algues augmente de 2 %, puis a la nuit tombée, le propriétaire actionne pendant une heure le systéeme de filtration qui retire
100 kg d’'algues. On admet que les algues ne proliféerent pas la nuit. Le propriétaire estime que la masse d'algues dans l'étang
au matin de l'installation du systéme de filtration est de 2 000 kg. On modélise par a,, la masse d'algues dans l'étang, exprimée

en kg, apres utilisation du systéme de filtration pendant n jours; ainsi, ap = 2000. On admet que cette modélisation demeure
valable tant que a,, reste positif.

1. Vérifier que la masse a; d’algues apres deux jours de fonctionnement du systeme de filtration est de 1 878,8 kg.
* Onmodélise par a, la masse d’algues dans I'étang, exprimée en kg, apres utilisation du systeme de filtration pen-
dant n jours; ainsi, ap = 2000.
e Apres n =1 jour, la masse d’algues augmente de 2% des ag de la journée initiale ce qui revient a multiplier ay par
1,02. La nuit tombée, le propriétaire retire 100 kg d’algues. On admet que les algues ne proliferent pas la nuit. Donc
ay =ap x1,02—-100 =2000 x 1,02 - 100 = 1940
* Demeéme, le deuxiéme jour on obtient :
ar=a;x1,02-100=1940x1,02-100 =1878.8
* Conclusion : la masse a, d’algues apres deux jours de fonctionnement du systéme de filtration est de 1 878,8 kg.
2. On affirme que pour tout entier naturel n, a,; =1,02a, —100.
2.a. Justifier al’aide de 'énoncélarelation précédente.

¢ Pour n entier, on modélise par a, la masse d’algues dans I'étang, exprimée en kg, apres utilisation du systéme
de filtration pendant 7 jours .

e Apres (n+1) jour(s), la masse d’algues augmente de 2 % des a, de la journée précédente ce qui revient a mul-
tiplier a, par 1,02. La nuit tombée, le propriétaire retire 100 kg d’algues. On admet que les algues ne proliferent
pas la nuit. Donc pour 7 entier :

an+1 =1,02a, — 100
2.b. On considére la suite (b,;) définie pour tout nombre entier naturel n par : b, = a, — 5000. Démontrer que la
suite (b,) est géométrique. Préciser son premier terme b, et sa raison.

Les suites (ay) et (by,) sont définies pour tout entier » par :

ap =2000 b()
(an): (bp) :
a1 =1,02x%xa; —100 b, =a,;-5000

Pour tout entier n=0on a:

bu+1 = an+1 —5000

b1 = (1,02 a, —100) —5000

bp+1=1,02 x a, —5100
—-5100

1,02 )

bp+1=1,02 x (a, —5000)

bps1=1,02x% by,

Dps1=1,02x |ay +

La suite (b;,) est donc une suite géométrique de raison g = 1,02, et de premier terme by = —3000 puisque :

b() =aqo -5000
bo =2000 —5000
by = -3000
Soit :
bo =-3000
(bn) : ;Vn=0
by =1,02x by
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2.c. En déduire pour tout entier naturel n, b, en fonction de r, puis que a, = 5000 —-3000 x 1,02",

La suite (b;,) est géométrique de raison g = 1,02, et de premier terme by = —3000 donc son terme général est
VYn=0; b, =byx (q)n_o

Soit

Vn=0; by=-3000x (1,02)" \

Del'égalité définie pour tout entier n=0:
b, = a, —5000

On peut en déduire I'expression :
an =by + 5000

Soit :

Yn=0; a, =-3000x (1,02)" + 5000

2.d. Endéterminant lalimite de la suite (a,), justifier que les algues finissent par disparaitre.

Théoréeme 1

Sileréel gesttelque:g>1lona: lim ¢g"=+oco.
n—+oo

Icig=1,2>1etdapresle théoréme lona: nlirP (1,2)" = +00 . Donc:
—+00

lim —3000x (1,2)" = —co=> lim (—3000 x (1,2)" + 5000) .
n—+oo n=+oo _
an

Ce qui nous donne la limite de la suite (ay) :

lim a;=-00
n—+oo

Conclusion : Les quantités d’algues va donc étre nulle au bout d'un certain nombre de jours.

3.
3.a. Recopier et compléter I'algorithme suivant afin qu’il détermine le nombre de jours nécessaire a la disparition
des algues.
N—0
A+~2000

Tant que A>0
A—1,02x A-100
N<—N+1

Fin Tant que

Afficher N

3.b. Quel est le résultat renvoyé par I'algorithme?
AT'aide de la calculatrice on obtient :

n 24 25 26 27
an 174.6882516 78.18201661 —20.25434306 —120.6594299

Le résultat renvoyé par I'algorithme est donc N = 26 ce qui correspond au nombre de jours nécessaires a la disparition
des algues.
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4.a. Résoudre par le calcul 'inéquation 5000 - 3000 x 1,02" < 0.

5000—3 000 x 1,02" <0 < —3 000 x 1,02" <0—5 000
-5000 5
-3000 3

—1,02" =

*

On compose par la fonction In qui est définie et strictement croissante sur R}, 'ordre est inchangé :

5

5000—3000x1,02" <0<=In(1,02") zln(g)
5

~—nln(1,02) zln(g)

nz= = 25,796
In(1,02)

Or puisque 7 est un entier naturel, les solutions de 'inéquation sont les entiers supérieurs ou égaux a 26.

4.b. Quel résultat précédemment obtenu retrouve-t-on?
On retrouve ainsi la réponse a la question (3.b.) ce qui correspond au nombre de jours nécessaires a la disparition des
algues.
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Exercice 3. Spécialité : Graphes 5 points

Candidats ES ayant suivi la spécialité Une société d'autoroute étudie l'évolution de l'état de ses automates de péage en l'ab-

sence de maintenance. Un automate peut se trouver dans l'un des états suivants : fonctionnel (F); en sursis (S) il fonctionne
encore, mais montre des signes de faiblesse; défaillant (D) s'il ne fonctionne plus. La société a observé que d'un jour sur lautre :

concernant les automates fonctionnels, 90 % le restent et 10 % deviennent en sursis; concernant les automates en sursis, 80 % le
restent et 20 % deviennent défaillants.

1.

1.a. Reproduire et compléter le graphe probabiliste ci-apres.

0,1 0,2
o0 (D ® ®)

1.b. Interpréterle nombre 1 qui apparait sur ce graphe.
Le nombre 1 qui apparait sur ce graphe traduit le fait que 100% des automates défaillants le restent d’'un jour a I'autre.

0,9 01 O
1.c. Voicila matrice de transition M= 0 0,8 0,2 | associée a ce graphe en prenant les sommets dans I'ordre
0 0 1

E S, D. Préciser la signification du coefficient 0,2 dans cette matrice.

Le coefficient 0,2 dans cette matrice signifie que 20% des automates se trouvant dans I'état S (en sursis) passent a 1’état
D (défaillant).

2. A compter d’'une certaine date, la société releve chaque jour a midi 'état de ses automates. On note ainsi pour tout entier
naturel n : f,, la probabilité qu'un automate soit fonctionnelle n-ieme jour; s, la probabilité qu'un automate soit en sursis
le n-ieme jour; d,, la probabilité qu'un automate soit défaillant le n-ieme jour.

Onnotealors P, =|f, sp dn) la matrice ligne de l'état probabiliste le n-ieme jour. Enfin, la société observe qu'au début
de l'expérience tous ses automates sont fonctionnels : on a donc Py = (1 0 0).
2.a. Calculer P;.

On note pour 7 entier, alors P, = ( fn s dn) la matrice ligne de I'état probabiliste le n-ieme jour. On a donc la
relation avec la matrice de transition M :

0,9 0,1 0
P1=P0><M=(1 0 o)x 0 08 02 :(0,9 0,1 0)
o o 1) ———————

2.b. Montrer que, le 3¢ jour, ’état probabiliste est (0, 729 0,217 0, 054).
Pour n entieron a:

P, =Pyx M"
Donc la calculatrice donne :
0,729 0,217 0,054

Pg:PoxM3=(1 0 o)x 0 0,512 0,488 :(0,729 0,217 0,054)
0 0 1
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2.c. Vérifier que ce graphe posséde un unique état stable P = (0 0 1). Quelle est la signification de ce résultat
pour la situation étudiée ?

P

On pourrait se contenter de vérifier que cet état est un état stable, mais on demande ici de mon-
trer aussi l'unicité. Il est donc préférable de le retrouver par le calcul.

r—[Déﬁnition 1 (Ftat stable)] \
Un état stable d'un graphe probabiliste a deux états, de matrice de transition M est un état P = (x y z) tel
que:
P=PxM
x+y+z=1
09 0,1 O
x+y+z=1 — x vy z (x vy z)x 0 08 0,2
P=PxM 0 0 1
x+y+z—1
— x y z (0,9x 0,1x+0,8y 0,2y+z)
x+y+z=1
x=0,9x
0,1x+0,8
= y=nx y
z2=0,2y+z
x+y+z=1
—
z=1

L'état stable est donc| P = (0 0 1) .

Interprétation : L'état P, converge vers un état stable P et donc, sur le long terme tous les automates seront défaillants.

3.a. Justifier que pour tout entier naturel n, s, =0,1f, +0,8s;.
Pour n entieron a:

0,9 0,1 0
Ppy1=PpxM < (fn+1 Sn+1 dn+l) = (fn Sn dn) x| 0 08 02
0 0 1

c»(fnﬂ Snal dn+1)=(0,9fn 0,1/ +0,85, 0,23n+dn)

Et donc pour tout entier naturel n,

sn+1=0,1f,+0,85, |
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3.b. On vérifierait de méme que pour tout entier naturel n, d,, ;1 = 0,25, + d,, et f,,1 =0,9f,. Compléter I'algo-
rithme ci-dessous de sorte qu’il affiche le nombre de jours au bout duquel 30 % des automates ne fonctionnent plus.
La condition dans la boucle est D =< 0,3 puisque I'on fait tourner I'algorithme jusqu’a trouver plus de 30% d’automates
défaillants, donc jusqu’a ce que D >0, 3.

D<0

S0

F—1

N<—0

Tantque D <0,3
D—0,2xS+D
S—0,1xF+0,8xS
F—09xF
N—N+1

Fin Tant que

Afficher N

3.c. Aubout de combien de jours la proportion d’automates défaillants devient-elle supérieure a 30 % ?
La matrice ligne de I'état probabiliste le n-iéme jour est :

Pnz(fn Sn dn)

AVlaide de la calculatrice, on peut calculer P, jusqu’a obtenir le résultat désiré :

n 7 8

Py =PyxM" P7=(0,478 0,269 0,253) P8=(0,43 0,263 0,307

Test d; = 0,253 <0,3 dg = 0,307 >0,3

La proportion d’automates défaillants devient supérieure a 30 % au bout de 8 jours.

3.d. Dansle codage de la boucle « Tant que », 'ordre d’affectation des variables D, S et F est-il important? Justifier.
Dans le codage de la boucle « Tant que », 'ordre d’affectation des variables D, S et F est important. Si par exemple on
échange les lignes d’affectation de Fet S:

Tantque D <0,3
D—0,2xS8+D
F—09xF
S—0,1xF+0,8xS§
N—N+1

Fin Tant que

Alors la valeur de F utilisée pour calculer la nouvelle valeur de S serait celle de I'étape N + 1 et non celle de I'étape N.
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Exercice 4. Probabilités 5 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

Une entreprise dispose d'un stock de guirlandes électriques. On sait que 40 % des guirlandes proviennent d'un fournisseur A et le
reste d'un fournisseur B. Un quart des guirlandes provenant du fournisseur A et un tiers des guirlandes provenant du fournisseur
B peuvent étre utilisées uniquement en intérieur pour des raisons de sécurité. Les autres guirlandes peuvent étre utilisées aussi
bien en intérieur qu'en extérieur.

1. On choisit au hasard une guirlande dans le stock. On note A I'événement « la guirlande provient du fournisseur A» et B
l'événement « la guirlande provient du fournisseur B ». On note I l'évenement « la guirlande peut étre utilisée uniquement
en intérieur ».

1.a. Construire un arbre pondéré décrivant la situation.

PA(I)=1/ !
A=——_ ]
p(A)=0,4/ PA(I):Z\ -
/
It
P|A]|=0,6 I
\\\“Z"”"/Jﬁmzéff””*
()
3T, -

1.b. Montrer quela probgbilité P(I) del'évéenement I est 0,3.
Les évenements A et B = A forment une partition de 'univers donc d’apres la formule des probabilités totales on a :

P()=P(AnDH+P(BnNI)
1 1
=-x0,4+—-x0,6
4 3
=0,1+0,2=0,3

La probabilité P(I) del'’évenement I est 0, 3.

1.c. On choisit une guirlande pouvant étre utilisée aussi bien en intérieur qu'en extérieur. Le responsable de I’en-
treprise estime qu'il y a autant de chance qu’elle provienne du fournisseur A que du fournisseur B. Le responsable
a-t-il raison ? Justifier.

e La probabilité que la guirlande provienne de A sachant qu’elle peut étre utilisée aussi bien en intérieur qu'en
extérieur est P;(A) . D’apres la formule de Bayes on a en utilisant le fait que P (7) =1-P()=0,7:

P(TnA) §x0,4

- 3
p(j) 07 7

P;(A) =

e Par ailleurs la probabilité que la guirlande provienne de B sachant qu’elle peut étre utilisée aussi bien en inté-
rieur qu'en extérieur est P;(B) etl'ona:.

P;(B)=1-P;(1) =

SIS

> P;(4)

¢ Conclusion : le responsable a donc tort.

4

Thomas Bayes (1702 — 1761) est un mathématicien britannique et pasteur de I'Eglise presbytérienne, connu
pour avoir formulé le théoréme de Bayes.
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2. Une guirlande pouvant étre utilisée aussi bien en intérieur qu’'en extérieur est vendue 5 € et une guirlande pouvant
étre utilisée uniquement en intérieur est vendue 3 €. Calculer le prix moyen d’une guirlande prélevée au hasard dans
le stock.

Notons X la variable aléatoire qui donne le prix d'une guirlande. La loi de probabilité de X est :

k 3 euros 5 euros
P(X=k) | P(D=0,3 p(i) =0,7

Donc le prix moyen d’'une guirlande est donné par I'espérance mathématiques de la variable X soit :

E(X)=3€x0,3+5€x0,7=4,40€

3. Lors d’'un contrdle qualité, on préléve au hasard 50 guirlandes dans le stock. Le stock est suffisamment grand pour
que I'on puisse assimiler ce prélevement a un tirage aléatoire avec remise. On admet que la proportion de guirlandes
défectueuses est égale a 0,02. Calculer la probabilité qu’au moins une guirlande soit défectueuse. Arrondir le résultat
a10-3.

* Modélisation
Il'y a répétition de n = 50 événements indépendants et identiques (on tire une guirlande).
Chaque tirage a deux issues possibles (épreuve de Bernoulli) :

— succes de probabilité p = 0,02 quand une guirlande est défectueuse;
- et échec de probabilité 1 — p = 0,98 sinon.

Donc la variable aléatoire Y qui est égale au nombre de succes au cours de ces n = 50 épreuves indépendantes de
Bernoulli de parametre p = 0,02 suit une loi binomiale de parametres n =50 et p = 0,02.
On peut écrire :

Y suit %(50 ;0, 02) ouy ~ %(50 ; 0,02).

e (Calcul.

Puisque Y suit une loi Binomiale de parametre n=50et p=0,02 ona:
n 50
P(Y=k = (k)pk(l —p)k= ( k) x 0,02F x (0,98)%0%

La probabilité qu’au moins une guirlande soit défectueuse se traduit par p (X = 1) or:
pX=1)=1-P(X=0)
50
=1- ( 0 ) x 0,02 x (0,98)°°7°

p(X=1)=1-0,98"° ~0,636

4. Lentreprise souhaite connaitre 'opinion de ses clients quant a la qualité de ses guirlandes électriques. Pour cela
elle souhaite obtenir, a partir d’'un échantillon aléatoire, une estimation de la proportion de clients satisfaits au niveau
de confiance de 95 % al’aide d’'un intervalle de confiance d’amplitude inférieure ou égale a 8 %. Combien I'entreprise
doit-elle interroger de clients au minimum?

2
Lamplitude d'un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95% pour un échantillon de taille n est : T
n

On veut donc que :

2 n 1
—=<0,08 &< —=—-=12,5
n 2 0,08
— v/n=25
<~ n=625

Lentreprise doit donc interroger au moins 625 clients.

o» La suite de la correction est en cours de réalisation e»
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