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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour faci-
liter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de I'examen, le temps est précieux! Il est
par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et
d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Probabilités 5 points

Commun a tous les candidats

Partie A
Le temps passé par un client, en minute, dans un supermarché peut étre modélisé par une variable aléatoire X suivant la loi
normale d’espérance |1 = 45 et d'écart-type o = 12.
1. Déterminer, en justifiant :
l.a. p(X=10)
La variable aléatoire X est une variable aléatoire continue, de ce fait pour tout réel k, on a p(X = k) = 0 et donc
p(X=10)=0.
1.b. p(X =45)

Soit X une variable aléatoire qui
suit la loi normale .4 (u; 62).
Alors par symétrie on a

P(Xzp+a)=P(X<p-a)

Donc par symétrie, puisque X suit une loi normale de moyenne p =45, ona

X >45)+ p(X <45) =1
{p( J+pX =43 — p(X>45)=0,5

p(X =45) = p(X < 45)
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l.c. pl1<X<69)

[Propriété 2 (Les intervalles « un, deux, trois sigma »)]

Soit p un réel et o un réel strictement positif. Si la variable aléatoire X suit la loi normale .4/ (i ; o) alors :

P(u— o<X<p+ 0)=0,683 : (1)
P(p—-20<X=<pu+20)=~0,954 : (2)
P(u-30<X=<p+30)=0,997 : (3)

Icila variable aléatoire X suit une loi .4 (u=45; 0% = 122). On a donc ici d’apres la relation (1) de la propriété 2 :

pPRI<X<69=p@A5-2x12<X<45+2x12)
pRRl=X<69)=p(u-20=<X=<pu+20)

En appliquant la relation (2) de la propriété 2 on a donc:

‘p(215X569)z0,954‘

1.d. p(21<X<45)
Toujours par symétrie de la courbe par rapport a I'axe d’équation x=py=45o0na:

pd5-2x12< X<45)=p(45<X<45+2x12) 0,954
= | p2ls X <45) = —— = 0,477
p(21 =X =69)=0,954 2

2. Calculerla probabilité, arrondie au milliéme, qu'un client passe entre 30 et 60 minutes dans ce supermarché.

u=45

La variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance u = 45 et d’écart-type
o = 12. La calculatrice nous donne a 103 pres : 5
0.789 \ - (45;12%)
X ~ N (45; 12%) = P (30 < X <60) ~ 0,789

P(30< X <60)=0.789
Calculatrices

m  Surla TI Voyage 200 : TiStat.normFDR(30, 60, 45, 12) = 0,78870045
m  Sur TI82/83+ : normalcdf(30, 60, 45, 12) ou (fi.) normalfrép(30, 60, 45, 12)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/INORM/Ncd = NormCD(30, 60, 12, 45)

3. Déterminer la valeur de a, arrondie a 'unité, telle que P(X < a) = 0,30. Interpréter la valeur de a dans le contexte de
I’énoncé.
On cherche a tel que P (X < a) = 0,3 ou X qui suit une loi normale A (45 ; 122). La calculatrice nous donne alors avec la
répartition normale réciproque, arrondi a2 1070 pres :

P(Xsa)=0,3<=>a:@‘

Calculatrices

m  Surla TI Voyage 200 : TIStat.invNorm(0.3 , 45, 12) = 38,707 19385
m  SurTI82/83+ : invNorm(0.3 , 45, 12) ou (fr.) FracNormale(0.3 , 45, 12)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/NORM/InvN = InvNormCD(0.3, 12, 45)

Interprétation : la probabilité qu'un client passe moins de 39 minutes dans le supermarché est de 0,3. Donc environ 30%
des clients passent moins de 39 minutes dans le magasin.
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1.1 PartieB
En 2013, une étude a montré que 89 % des clients étaient satisfaits des produits de ce supermarché.

1. Déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la proportion de clients satisfaits pour un échantillon de
300 clients pris au hasard en 2013.

[Théoréme 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)]

v n=z=30
Siles conditions suivantes sont remplies:{ v/ np=5
v n(l-p)=5

Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95% de la fréquence F, d'un caractere dans un échan-
tillon de taille 7z est si p désigne la proportion de ce caractére dans la population :

1- 1-
I=|p-1,96 YPLZP . g g6 YPUZP)
Vvn Vvn

On a pour le cas étudié, n =300, p = 89 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=300=30
v np=300x0,89=267=5
v n(l-p)=300x0,11=33=5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil 95% est alors :

In=|p-1,06 X207 vra-p
n — p » \/ﬁ » \/ﬁ

+1,96 0,89-1,96 -089+196VO’89X0’11
p ’ ’ ’ ’ ’ ’ m

v 0,89 x0,11
v300

Soit puisque les borne sont :

(1-p)
= p—1,96 VPP 0,85459 . On arrondit la borne inférieure par défaut 2 10~3 prés soit 0,854.
7 A
VvVpra-p) . - N
m p+1,96 ———— = 0,92541 . On arrondit la borne supérieure par excés a 10~ pres soit 0,926.
n -

I300 = [0,854 ; 0,926]

Lors d’'une enquéte réalisée en 2018 aupres de 300 clients choisis au hasard, 280 ont déclaré étre satisfaits.
2. Calculerla fréquence de clients satisfaits dans 'enquéte réalisée en 2018.

* «Sur un échantillon de n = 300 clients. Il est constaté que 286 d’entre eux sont satisfaits. ». Donc la fréquence

observée clients satisfaits est
f =286-+300 = 0,953333333 soit f = 0,953

* On veut tester I'hypothese : «la proportion de clients satisfaits est p =89% ».

3. Peut-on affirmer, au seuil de 95 %, que le taux de satisfaction des clients est resté stable entre 2013 et 2018 ? Justifier.
La fréquence observée n'appartient pas a l'intervalle, f = 0,953 ¢ I donc le résultat du contrdle remet en question I’hypo-
these, au seuil de 95%. Le taux de satisfaction ne semble pas étre resté stable entre 2013 et 2018.
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Exercice2. QCM 4 points

Commun a tous les candidats

Partie A

Dans un établissement scolaire, 30 % des éléves sont inscrits dans un club de sport, et parmi eux, 40 % sont des filles. Parmi ceux
n'étant pas inscrits dans un club de sport, 50 % sont des garcons. On interroge un éléve au hasard et on considere les évenements
suivants : S : «l'éléve est inscrit dans un club de sport» F : « l'éleve est une fille »

,—[Question 1 (Réponse la)] \
La situation est représentée par I'arbre pondéré ci-contre. } P
1. La probabilité px(S) est la probabilité que I'éleve soit : 03 ~__ )
1.a. |inscrit dans un club de sport sachant que c’est un garcon;
1.b. un garcon inscrit dans un club de sport; _— F
1.c. inscrit dans un club de sport ou un garcon; S ~__
1.d. un garcon sachant qu’il est inscrit dans un club de sport. 0,5 A

Preuve.
La probabilité p3(S) est la probabilité que I'éleve soit inscrit dans un club de sport sachant que c’est un gargon.

Question 2 (Réponse 2b )]

2. Onadmet que P(F) =0,47. La valeur arrondie de Pr(S) est :

a. 0,141 b. 0,255 c. 0,400 d. 0,638

Preuve.
D’apres la formule de Bayeson a:
p(FnS) 03x0,4
= ~0.255
p(S) 0,47

Pr(S) =

4

Thomas Bayes (1702—1761) est un mathématicien britannique et pasteur de I'Eglise presbytérienne, connu pour
avoir formulé le théoreme de Bayes.
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Partie B

Soit g la fonction définie sur[-1; 4] par g(x) = —x> +3x* -1 et ‘6g sa courbe représentative dans un repere.

,—[Question 3 (Réponse 3b )] \

1. Latangente ala courbe 6, au point d’abscisse 1 a pour équation :

a. y=-3x>+6x b. y=3x-2 c.y=3x-3 d y=2x-1

Preuve.
La fonction g est dérivable sur [—1; 4] et g'(x) = —3x% +6x. L'équation de la tangente (T) & la courbe ‘Kg au point d’abs-
cissea=1est(T) : y=g'(a)(x—a)+ gla).
Donc ici on obtient :
g(l) =+1 (T): y=3x(x-1) +1
{ g'a) =3 ‘ y=3x-2

Question 4 (Réponse 4b)]

2. Lavaleur moyenne de la fonction g sur l'intervalle [-1 ; a] est nulle pour :

a.a=0 c.a=2 d. a=3

Preuve.
La valeur moyenne de la fonction g sur [-1 ; a] est donnée par :

1 a
m—mf_lg(x)dx

Le plus simple ici est d’utiliser la calculatrice avec les différentes valeurs de a proposées.
4

-X
Sinon une primitive de g est G définie par G(x) = e +x3—xet

1 a a
msz_lg(x)dxzo = f_lg(x)dxzo
— Ga@a)—-G(-1)=0

— G(a)=G(-1) = —i

1
On teste alors les valeurs de a et on valide la réponse b puisque G(1) = — .
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Exercice 3. Obligatoire : Suites 5 points

Candidats de ES n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité et candidats de L

Un lac de montagne est alimenté par une riviere et régulé par un barrage, situé en aval, d’'une hauteur de 10 m. On mesure le
niveau de l'eau chaque jour a midi. Le 1" janvier 2018, a midi, le niveau du lac était de 6,05 m. Entre deux mesures successives,
le niveau d’eau du lac évolue de la facon suivante : d’abord une augmentation de 6 % (apport de la riviére); ensuite une baisse
de 15 cm (écoulement a travers le barrage).

1. On modélise I'évolution du niveau d’'eau du lac par une suite (u,) ,en, le terme u,, représentant le niveau d’eau du lac a
midi, en cm, n jours apres le 1° janvier 2018. Ainsi le niveau d’eau du lac, en cm, le 1° janvier 2018 est donné par ugy = 605.

1.a. Calculer le niveau du lac, en cm, le 2 janvier 2018 a midi.
Le niveau du lac, en cm, le 2 janvier 2018 a midi est donné par uy. Il est obtenu en effectuant une augmentation de 6%
du niveau u; du jour d’avant et en enlevant 15. Augmenter de 6% c’est multiplier par 1,06 donc:

up» =1,06u; —15=626,3 cm

1.b. Montrer que, pour tout n € N, 1,11 = 1,061, — 15.
Pour n entier, le niveau dulac, en cm, (n+1) jours apres le 1¢" janvier 2018 est donné par u,+ . Il est obtenu en effectuant
une augmentation de 6% du niveau u, du jour d’avant et en enlevant 15. Augmenter de 6% c’est multiplier par 1,06
donc:
Up+1 =1,06u, — 15

2. Onpose, pour toutneN, v, = u, —250.

2.a. Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 1,06. Préciser son terme initial.

Les suites (u,) et (v,) sont définies pour tout entier » par :

. Uo =605 . Vo
(””)'{ tns1  =1.06% u, —15 ‘ ("")'{ Vn = up —250

Pour tout entier n=0on a:

Un+1 = Up+1 —250

Up+1 = (1,06 uy, —15) =250

Vn+1 = 1,06 x u,; —265
—265

1,06 )

Vn+1 = 1,06 x (1, —250)

Un+1 = 1,06 x vy

Vn+1 = 1,06 x (un +

La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison g = 1,06, et de premier terme vy = 355 puisque :

Vo = Ug —-250
Vo =605 —250
Vo = 355
Soit :
X Vo =355 .
W { vuet =106xv, 00

2.b. Montrer que, pour tout n € N, u,, = 355 x 1,06" + 250.
La suite (v,) est géométrique de raison g = 1,06, et de premier terme vy = 355 donc son terme général est

Vn=0; v, =vox (q)"°

Soit

¥nz0; v, =355 (1,06)" |
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Del'égalité définie pour tout entier n=0:
Vp = Uy —250

On peut en déduire I'expression :
Up =vy+ 250

Soit :

Yn=0; u, =355x(1,06)" + 250

3. Lorsque le niveau du lac dépasse 10 m, l'équipe d’entretien doit agrandir 'ouverture des vannes du barrage.
3.a. Déterminer lalimite de la suite (u;,).

Théoréme 2

Sileréel gesttelque: g>1lona: lim ¢g"=+co.
n—+oo

De ce fait, ici g = 1,06 > 1 et d’apres le théoréme 2 :

lim 1,06" = +oo= lim 355 x (1,06)" +255 = +oo
n—+oco n—+o0o

Ce qui nous donne la limite de la suite (1) :

lim u,; =+o00
n—+oo

3.b. Léquipe d’entretien devra-t-elle ouvrir les vannes afin de réguler le niveau d’eau? Justifier la réponse.
Lorsque le niveau du lac dépasse 10 m, I'équipe d’entretien doit agrandir I'ouverture des vannes du barrage. Or la suite
modélisant ce niveau tend vers +oo, donc elle va nécessairement dépasser 1 000 cm.

4. Afinde déterminer la premiere date d'intervention des techniciens, on souhaite utiliser 'algorithme incomplet ci-dessous.

N—0

U — 605

Tant que U < 1 000 faire
U—1,06xU-15
N—N+1

Fin Tant que

4.a. Recopier et compléter 'algorithme.

4.b. Alafin de’exécution de Palgorithme, que contient la variable N2
La calculatrice donne :

n 11 12 13 14
Up 923.8959882 964.3297475 1007.189532 1052.620904

Donc a la fin de 'exécution de I'algorithme, la variable N = 13.

4.c. Endéduire la premiéere date d’intervention des techniciens sur les vannes du barrage.
La premiére date d’intervention des techniciens sur les vannes du barrage sera le 14 janvier 2018.
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Exercice 3. Spécialité : Graphes

5 points

Candidats de ES ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A

Un parcours sportif est composé d'un banc pour abdominaux, D
de haies et d’anneaux. Le graphe orienté ci-contre indique les
différents parcours conseillés partant de D et terminant a E H

Les sommets sont : D (départ), B (banc pour abdominaux), H
(haies), A (anneaux) et F (fin du parcours). Les arétes repré-
sentent les différents sentiers reliant les sommets.

1. Quelestlordre du graphe?

Le graphe comporte 5 sommets donc il est d’ordre 5.

2. Onnote M la matrice d'adjacence de ce graphe oit les sommets sont rangés dans l'ordre alphabétique.

2.a. Déterminer M.

Définition 1 (Matrice d’adjacence d'un graphe)]

Considérons un graphe G (orienté), d’ordre n. On numérote les sommets de G de 1 a n. On appelle matrice
d’adjacence associée a G la matrice M dont chaque terme a;; est égal au nombre d’arétes (orientées) allant du
sommet i vers le sommet j.

Onadonc:

00
00
2.b. Ondonne M3=[0 1
0 0
0 0

oo o0

MOHOO

0

01 0 1 O
0 0 01 O
M=|1 1 0 0 1
0 00 0O
1 1010
0
0
0 | Assia souhaite aller de D a F en faisant un parcours constitué de 3 arétes.
0
0

Est-ce possible? Si oui, combien de parcours différents pourra-t-elle emprunter? Préciser ces trajets.

[Propriété 3 (Matrice d’adjacence et nombre de chaines)]

Si M est la matrice d’adjacence associée a un graphe orienté dont les sommets sont numérotés et p désigne un
entier naturel. Le terme a;; (ligne i et colonne j) de la matrice M” donne le nombre de chaines de longueur p

relianti a j.

Le coefficient (3,4) de la matrice M® donne le nombre de trajets de longueur 3 reliant D a E On peut lire que ce coeffi-

cient est 3 donc il en existe 3 qui sont :

DHAF ; DHBF ; DABF
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3. Assia a relevé ses temps de course en minute entre les différents sommets. Ces durées sont portées sur le graphe
ci-dessous. Lors d'un entrainement, Assia souhaite courir le moins longtemps possible en allant de D a E Déterminer
le trajet pour lequel le temps de course est minimal et préciser la durée de sa course.

D
19
H
40
B Y 26
14
A
25
F

Pour déterminer le trajet le plus rapide pour aller de A a G, on utilise I'algorithme de Dijkstra.
Remarque : Lalgorithme porte le nom de son inventeur, l'informaticien néerlandais Edsger Dijkstra (1930-2002), et a été publié
en 1959.

de..a A B F H
D 28D 40D 19D
H19 28D 35H 51H
A28 35H 51H
B35 49B

Le chemin le plus court pour relier A a G est donc de longueur 49 min :

pX gl g g
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Partie B

Le responsable souhaite ajouter une barre de traction notée T. De nouveaux sentiers sont construits et de nouveaux parcours
sont possibles. La matrice d’adjacence N associée au graphe représentant les nouveaux parcours, dans lequel les sommets sont
classés en ordre alphabétique, est

o010 1 o [1]
000 1 0 0
110 0 1 0
N=lo 00 0o o o
110 1 0 [1]
000 [1] 0 o0

A

Compléter 'annexe 1 a rendre avec la copie, en ajoutant les arétes nécessaires au graphe orienté correspondant a la ma-
trice N.
Le graphe est complété des 3 nouveaux chemins qui correspondent aux coefficients non nuls :

* (1,6)de A—T;

e (56)de H—T;
* (64)deT—F.
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Exercice 4. Fonctions 6 points

Commun a tous les candidats

On désigne par f la fonction définie sur Uintervalle [-2 ; 4] par f(x) = (2x+1) e 2* +3. On note 6r la courbe représentative de
[ dans une repére. Une représentation graphique est donnée en annexe.

1. Onnote f’lafonction dérivée de f. Montrer que, pour tout x € [-2; 4], f'(x) = —4xe 2%,
=24 — R
f X — f(x)=(2x+1)><e_2x+3
La fonction f est dérivable sur [-2; 4].
La fonction f est de la forme uv + 3 donc de dérivée v’ v+ uv' avec:
o _ ) ux)=2x+1) ; =2
Vxe[-2;4]; f(x)=ulx) xv(x)+3 : { D) = e-2F V() =262
Onadonc:
Vxe[-2;4], f/(x)=u'(x) x v(x)+ulx) x v'(x)
flo=2xe ™ +2x+1)x(-2e %)
flx)=ex@2-4x-2)
Soit

Vxe[-2;4]; fl(x)=-4xe™**

2. Ftudier les variations de f.
La fonction exponentielle est strictement positive sur R, donc la dérivée f’ est du signe du facteur (—4x). Pour tout réel x
de [-2;4] :
-4x=0x=0
= —-4x>0<=x<0 et xe[-2;4]

—4x<0<= x>0 et xe[-2;4]

X -2 a 0 4
Signe de f'(x) + 0 -
4
B /
Variations de f / 0 \
~ —-160.8 ~3

f(-2)=3-3e*~-160,8
fx)=@Cx+)e > +3=<{f(0)=4
f4)=9e®+3=3

3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur [-2 ; 0] et donner une valeur approchée au dixiéme
de cette solution.

e Surlintervalle [0; 4].
La fonction f est décroissante et de minimum f(3) = 3 > 0 donc I'équation f(x) = 0 n'y admet pas de solution.
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e Surlintervalle [-2; 0].

[Théoréme 3 (Corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; D],

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une unique
solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiére démonstration rigoureuse de ce théoréme est due au mathémati-
cien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

- Application du corollaire sur [-2; 0] :

* Lafonction f est continue et strictement croissante sur I'intervalle [-2 ; 0];
x Leréel k=0 est compris entre f(—2) =3-3e* =~ —160,8 et f(0) =4
+ Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur l'intervalle [-2; 0].
e Valeur approchée au dixieme.
Pour avoir un encadrement de a, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.
— Avecun pas de A =0.1 on obtient:

{ £(=0,9) -1,84<0

f(=0,8) = 0,028>0
Une valeur approchée de a a 0.1 pres est donc a = -0, 8.

u

, donc -0,9 <a<-0,8.

4. Onnote f" lafonction dérivée de f'. On admet que, pour tout x € [-2; 4], f”(x) = (8x —4) e 2%,

4.a. FEtudier le signe de f” sur l'intervalle [-2; 4].

La fonction exponentielle est strictement positive sur R, donc la dérivée seconde f” est du signe du facteur (8x —4).
Pour tout réel x de [-2; 4]

—

8x—-4=0<—=x=—-

— N

1
:>8x—4>0<:>x>5 et xe[-2;4]
8x—4<0<=>x<§ et xe[-2;4]

1
X -2 - 4
2
Signe de " (x) - 0 +
Convexité de f f concave f convexe

4.b. Endéduire le plus grand intervalle sur lequel f est convexe.
La fonction f est donc concave sur l'intervalle [-2 ; 0,5] et convexe sur l'intervalle [0,5 ; 4].

5. On note g la fonction définie sur l'intervalle [-2 ;4] par g(x) = 2x+1) 2%,
5.a. Vérifier que la fonction G définie pour tout x € [-2; 4] par G(x) = (-x— 1)"2* est une primitive de la fonction g.
[-2;4] — R
G: -
x — Gx)=(-x-1)xe =

La fonction G est dérivable sur [-2; 4].
La fonction G est de la forme uv donc de dérivée v’ v + uv' avec:

Ve 2415 G =u x oo ¢ | WOTCETD 5 W=l
x€[-2;4]; G(x) =u(x) x v(x) :

v(x)=e ¥ i V(x)=-2e %
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Onadonc:
Vxe[-2;4], G(x)=u(x) x v(x)+ ulx) x v'(x)
Gx)=-1xe *+(—x-1)x(-2e™)
Gx)=e 2 x(-1+2x+2)
Soit

Vxe[-2;4]; G'(x) = 2x+1e ¥ =g(x)

La fonction G définie pour tout x € [-2 ; 4] par G(x) = (—x — 1)~2¥ est une primitive de la fonction g.
5.b. Endéduire une primitive F de f.

Pour xde [-2;4],0ona:

=@2x+1)e 2*+3
{f(x) @2x+1e ) =g +3

glx)=(R2x+1)e ¥

Donc une primitive F de f estla fonction définie sur [-2; 4] par :

‘F(x)=G(x)+3x=(_x_l)—2x+3x

6. On note o/ l'aire du domaine 2 compris entre la courbe 6y, l'axe des abscisses et les droites d'équations x =0 et x = 1.

6.a. Hachurerle domaine 2 sur le graphique donné en annexe, a rendre avec la copie.

3

Y

|
w

|
\S}

|
o
—
Do
w
'y

6.b. Par lecture graphique, donner un encadrement de <7, en unité d’aire, par deux entiers consécutifs.
Graphiquement on peut dire que 3 < «f < 4.
En effet la partie hachurée est incluse dans un rectangle de dimension 1 x 4 = 4 u.a. et contient un rectangle de dimen-
sion1x3=3u.a..

6.c. Calculerlavaleur exacte de </, puis une valeur approchée au centieme.
Puisque la fonction f est continue et positive sur [0; 1], la valeur exacte de <f est donnée par :

1
ﬂz[ f(x) dx
0
=F(1)-F(0)
=—2e2+3+1
=4-2e72
o/ =3,73u.a.

«» Fin du devoir e
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