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Exercice 1. Fonctions, suites et intégrales 6 points

Commun à tous les candidats
Soit n un entier naturel non nul.
On considère la fonction fn définie et dérivable sur l’ensemble R par fn(x) = x2e−2nx

On note Cn la courbe représentative de la fonction fn dans un repère orthogonal.

On définit, pour tout entier naturel n non nul, In =

∫ 1

0

fn(x) dx.

Partie A : Étude de la fonction f1

1. La fonction f1 est définie sur R par f1(x) = x2e−2x. On admet que f1 est dérivable sur R.

1. a. Justifier que pour tout réel x, f ′

1
(x) = 2xe−2x(1 − x).

La fonction f1 est dérivable sur R. Elle est de la forme uv donc de dérivée u′v + uv′ avec pour tout réel x :

u(x) = x2 u′(x) = 2x

v(x) = e−2x v′(x) = −2e−2x

Pour tout x de R :
f ′

1(x) = 2x× e −2x + x2 × (−2) e −2x = 2x e −2x − 2x2 e −2x

Soit
f ′

1(x) = 2x e −2x(1− x)

1. b. Étudier les variations de la fonction f1 sur R.
Pour déterminer les variations de la fonction f1, on étudie le signe de f ′

1 sur R. Le facteur e−2x est strictement positif sur R
donc f1 est du signe du produit 2x(1− x) soit :

x

Signe de 2x

Signe de (1 − x)

Signe de f ′

1(x)

Variations de
f1

−∞ 0 1 +∞

− 0 + +

+ + 0 −

− 0 + 0 −

00

e −2e −2

Donc la fonction f1 est strictement décroissante sur les intervalles ⌉⌋−∞ ; 0⌉⌋ et ⌈⌊1 ; +∞⌈⌊, et elle est strictement croissante sur
l’intervalle ⌈⌊0 ; 1⌉⌋.
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1. c. Déterminer la limite de f1 en −∞.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lim
x→−∞

x2 = +∞
lim

x→−∞

−2x = +∞
On pose X = −2x

lim
X→+∞

e X = +∞















=⇒ lim
x→−∞

e −2x = +∞



























=⇒ lim
x→−∞

f1(x) = +∞

1. d. Vérifier que pour tout réel x, f1(x) =

(

x

ex

)2

. En déduire la limite de f1 en +∞.

Pour tout réel x,

f1(x) = x2 e −2x = x2
(

e −x
)2

=
(

x e −x
)2

=⇒ f1(x) =
( x

e x

)2

On programme de TS on a les limites suivantes :

• (1) : lim
x→+∞

e x

x
= +∞ • (2) : lim

x→−∞

x e x = 0 • (3) : lim
x→0

e x − 1

x
= 1

Propriété 1 (Limites liées à la fonction exponentielle )

D’après le (1) de la propriété 1 on a :

lim
x→+∞

e x

x
= +∞ =⇒ lim

x→+∞

x

e x
= 0

et donc par produit :

lim
x→+∞

( x

e x

)2

= 0 =⇒ lim
x→+∞

f1(x) = 0

2. En utilisant un système de calcul formel, on trouve qu’une primitive F1 de la fonction f1 est donnée par :

F1(x) = −e−2x

(

x2

2
+

x

2
+

1

4

)

En déduire la valeur exacte de I1.

F1 est une primitive de f1 donc :

I1 =

∫ 1

0

f1(x) d x = F1(1)− F1(0)

I1 =

(

− e −2

(

1

2
+

1

2
+

1

4

))

−
(

− e 0

(

0 + 0 +
1

4

))

I1 = −5 e −2

4
+

1

4

Partie B : Étude de la suite (In)

1. Soit n un entier naturel non nul.

1. a. Interpréter graphiquement la quantité In.
On a pour tout entier n :

In =

∫ 1

0

fn(x) d x =

∫ 1

0

x2 e −2nx dx

Sur l’intervalle ⌈⌊0 ; 1⌉⌋ :

∀x ∈ [0 ; 1] :

∣

∣

∣

∣

∣

x2 ≥ 0

e −2nx > 0

}

=⇒ fn(x) > 0

On en déduit que In représente, en unités d’aire, l’aire du domaine compris entre la courbe Cfn , l’axe des abscisse, et les
droites d’équation x = 0 et x = 1.
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1. b. Émettre alors une conjecture sur le sens de variation et sur la limite éventuelle de la suite (In). Expliciter la
démarche qui a mené à cette conjecture.

A l’aide de la calculatrice, on peut tracer les courbes représentatives
des fonctions f1, f2 et f3, on voit que sur ⌈⌊0 ; 1⌉⌋,

f1(x) ≥ f2(x) ≥ f3(x) ≥ 0

Les intégrales entre 0 et 1 de ces fonctions positives représente les
aires des domaines compris entre les courbes Cfn , l’axe des abscisse,
et les droites d’équation x = 0 et x = 1. Elles sont donc rangées dans
le même ordre que les fonctions.
La suite (In) semble être décroissante et tendre vers 0.

O

Cf1

Cf2

Cf3 1

2. 2. a. Justifier que, pour tout entier natureln non nul et pour tout réelx appartenant à [0 ; 1], fn+1(x) = e−2xfn(x).
Pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x appartenant à [0 ; 1] on a :

fn+1(x) = x2 e −2(n+1)x

= x2 e −2nx−2x

= x2 e −2nx × e −2x

Soit :
fn+1(x) = e −2xfn(x)

2. b. En déduire, pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x appartenant à [0 ; 1], fn+1(x) 6 fn(x).
Soit x de l’intervalle [0 ; 1] :

0 ≤ x ≤ 1 =⇒ −2 ≤ −2x ≤ 0

On compose alors par la fonction exponentielle qui est strictement croissante sur R donc à fortiori sur [−2 ; 0]

0 < e −2 ≤ e −2x ≤ e 0 = 1

On a donc puisque d’après la question 1a. fn positive entre 0 et 1 :

∀x ∈ [0 ; 1] , ∀n ∈ N
∗ :

∣

∣

∣

∣

∣

fn(x) > 0

0 < e −2x ≤ 1

}

=⇒ e −2xfn(x) ≤ fn(x) ⇐⇒ fn+1(x) ≤ fn(x)

2. c. Déterminer alors le sens de variation de la suite (In).
On vient de montrer que :

∀x ∈ [0 ; 1] , ∀n ∈ N
∗ : fn+1(x) ≤ fn(x)

Donc, d’après la positivité de l’intégration :

∫ 1

0

fn+1(x) d x ≤
∫ 1

0

fn(x) d x

ou autrement dit :
∀n ∈ N

∗ ; In+1 ≤ In

La suite (In) est donc décroissante.

3. Soit n un entier naturel non nul.

3. a. Justifier que pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x appartenant à [0 ; 1], 0 6 fn(x) 6 e−2nx.

∀x ∈ [0 ; 1] , ∀n ∈ N
∗ : fn(x) = x2e−2nx

On a :
∀x ∈ [0 ; 1] ; 0 ≤ x2 ≤ 1
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Donc en multipliant cette inégalité par e−2nx > 0 on obtient :

∀x ∈ [0 ; 1] , ∀n ∈ N
∗ ;

∣

∣

∣

∣

∣

e−2nx > 0

0 ≤ x2 ≤ 1

}

=⇒ 0 ≤ x2e−2nx ≤ e−2nx

Soit :
∀x ∈ [0 ; 1] , ∀n ∈ N

∗ ; 0 6 fn(x) 6 e−2nx

3. b. En déduire un encadrement de la suite (In), puis sa limite.

• Encadrement.
On vient de montrer lors de la question précédente que :

∀x ∈ [0 ; 1] , ∀n ∈ N
∗ ; 0 6 fn(x) 6 e−2nx

Donc, d’après la positivité de l’intégration :

∫ 1

0

0 dx 6

∫ 1

0

fn(x) d x 6

∫ 1

0

e −2nx d x

Soit

0 6 In 6

∫ 1

0

e −2nx d x

• Calcul de :
∫ 1

0

e −2nx dx.

La fonction x 7−→ − e −2nx

2n
est une primitive (particulière, à une constante près) de la fonction x 7−→ e −2nx.

Donc
∫ 1

0

e −2nx dx =

[

− e −2nx

2n

]1

0

= − e −2n

2n
+

1

2n

• Limite.
Or on a :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lim
n→+∞

e −2n = 0

lim
n→+∞

1

2n
= 0







=⇒ lim
n→+∞

− 1

2n
× e −2n = 0

lim
n→+∞

1

2n
= 0























=⇒ lim
n→+∞

− e −2n

2n
+

1

2n
= 0

donc

lim
n→+∞

∫ 1

0

e −2nx dx = 0

• Conclusion.
On a montré que pour n > 1 :

0 ≤ In ≤
∫ 1

0

e −2nx d x

et que

lim
n→+∞

∫ 1

0

e −2nx dx = 0

Donc, d’après le théorème d’encadrement (dit « des gendarmes ») , la suite (In) est convergente et lim
n→+∞

In = 0.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∀n > 1 ; 0 ≤ In ≤
∫ 1

0

e −2nx dx

lim
n→+∞

∫ 1

0

e −2nx dx = 0















=⇒
théorème d’encadrement

lim
n→+∞

In = 0 .
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Exercice 2. Probabilités 5 points

Commun à tous les candidats
40 % des bouteilles vendues sont des bouteilles de jus d’orange et 25 % des bouteilles de jus d’orange vendues possèdent l’ap-

pellation « pur jus ».
Parmi les bouteilles qui ne sont pas de jus d’orange, la proportion des bouteilles de « pur jus » est notée x, où x est un réel de

l’intervalle [0 ; 1]. Par ailleurs, 20 % des bouteilles de jus de fruits vendues possèdent l’appellation « pur jus ». On prélève au

hasard une bouteille de jus de fruits passée en caisse. On définit les évènements suivants :
R : la bouteille prélevée est une bouteille de jus d’orange et J : la bouteille prélevée est une bouteille de « pur jus ».

Partie A

1. Représenter cette situation à l’aide d’un arbre pondéré.

R
0,4

J0,25

J1− 0, 25 = 0, 75

R

1− 0, 4 = 0, 6

Jx

J1− x

2. Déterminer la valeur exacte de x.

• D’une part :
D’après la formule des probabilités totales :

P (J) = P (R ∩ J) + P (R ∩ J)

= P (R)× PR(J) + P (R)× PR(J)

P (J) = 0, 4× 0, 25 + 0, 6× x

Soit
P (J) = 0, 1 + 0, 6x

• D’autre part :
On sait que 20 % des bouteilles de jus de fruits vendues possèdent l’appellation « pur jus » donc P (J) = 0, 2.

• Calcul de x.
Donc :

∣

∣

∣

∣

∣

P (J) = 0, 2

P (J) = 0, 1 + 0, 6x

}

=⇒ 0, 2 = 0, 1 + 0, 6x ⇐⇒ x =
1

6

3. Une bouteille passée en caisse et prélevée au hasard est une bouteille de « pur jus ». Calculer la probabilité que ce soit
une bouteille de jus d’orange.

C’est une bouteille de jus d’orange avec la probabilité :

PJ (R) =
P (R ∩ J)

P (J)
=

0, 4× 0, 25

0, 2
=

1

2

Partie B

1. Déterminer la loi suivie par la variable aléatoire X . On en donnera les paramètres.
On prend au hasard une bouteille dans un lot de 500 ; il n’y a que deux issues possibles :

• elle est « pur jus » avec une probabilité égale à p = 0, 2 ;

• ou elle ne l’est pas avec la probabilité 1− p = 0, 8.

On répète de façon indépendante 500 fois cette épreuve de Bernoulli de paramètre p. La variable aléatoire X qui donne le
nombre de bouteilles « pur jus » suit donc la loi binomiale de paramètres n = 500 et p = 0, 2.
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2. Déterminer la probabilité pour qu’au moins 75 bouteilles de cet échantillon de 500 bouteilles soient de « pur jus ». On
arrondira le résultat au millième.
On cherche

P (X > 75) = 1− P (X < 74)

À la calculatrice on trouve :
P (X < 74) ≈ 0,001 6 =⇒ P (X ≥ 75) ≈ 0, 998

Partie C

1. Déterminer l’intervalle de fluctuation de la proportion de bouteilles contenant moins de 2% de pulpe au seuil de 95%.

• 1. Analyse des données :

– « Sur un échantillon de n = 900 bouteilles. Il est constaté que 766 bouteilles présentent moins de 2 % de pulpe. ».
Donc la fréquence observée est

f = 766÷ 900 ≈ 0,851111111 soit f ≈ 0,851

– L’entreprise affirme que p = 90% des bouteilles de pur jus d’orange contiennent moins de 2 % de pulpe.

• 2. Intervalle de fluctuation :

Si les conditions suivantes sont remplies :











✓ n ≥ 30

✓ np ≥ 5

✓ n(1 − p) ≥ 5

Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence Fn d’un caractère dans
un échantillon de taille n est si p désigne la proportion de ce caractère dans la population :

In =

[

p− 1, 96

√

p(1− p)√
n

; p+ 1, 96

√

p(1 − p)√
n

]

Théorème 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)

On a pour le cas étudié, n = 900, p = 90 %. Vérifions les conditions d’application du théorème :










✓ n = 900 ≥ 30

✓ np = 900× 0,9 = 810 ≥ 5

✓ n(1− p) = 900× 0,1 = 90 ≥ 5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% est alors :

In =

[

p− 1, 96

√

p(1− p)√
n

; p+ 1, 96

√

p(1− p)√
n

]

=

[

0,9− 1, 96

√

0,9× 0,1√
900

; 0,9 + 1, 96

√

0,9× 0,1√
900

]

Soit puisque les borne sont :

� p− 1, 96

√

p(1− p)√
n

≈ 0,8804 . On arrondit la borne inférieure par défaut 10−3 près soit 0,88.

� p+ 1, 96

√

p(1− p)√
n

≈ 0,9196 . On arrondit la borne supérieure par excès 10−3 près soit 0,92.

I900 ≈
[

0,88 ; 0,92
]

2. Que penser de l’affirmation du fournisseur ?
Dans l’échantillon, il y a 766 bouteilles présentant moins de 2 % de pulpe, donc la fréquence de bouteilles présentant moins de
2 % de pulpe est de

f =
766

900
≈ 0, 851 /∈ I900

Cette fréquence observée est en dehors de l’intervalle I900, donc l’affirmation du fournisseur semble erronée au seuil de 95%.
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Exercice 3. Suites 4 points

Commun à tous les candidats

1. On définit une suite (un) de réels strictement positifs par u0 = 1 et pour tout entier naturel n,

ln (un+1) = ln (un) − 1

La suite (un) est-elle géométrique ?
Pour tout entier n on a :

ln (un+1) = ln (un)− 1

= ln (un)− ln e

ln (un+1) = ln
(un

e

)

En composant par la fonction exponentielle on en déduit donc que :

∀n ∈ N ; un+1 =
un

e
=

1

e
× un

Donc la suite (un) est géométrique de raison e −1 .

2. Soit (vn) une suite à termes strictement positifs.
On définit la suite (wn) pour tout entier n par : wn = 1 − ln (vn). La proposition (P) suivante est-elle vraie ?

(P) : si la suite (vn) est majorée alors la suite (wn) est majorée.

On va chercher un contre-exemple afin de montrer que cette proposition est fausse.

• Soit (vn) la suite de terme général vn = e −n. Cette suite est majorée par 1 (et minorée par 0) car pour tout n ≥ 0,

0 < vn = e −n ≤ 1

• La suite (vn) est à termes strictement positifs et pour tout entier naturel n :

wn = 1− ln vn = 1− ln e −n = 1 + n

• Or la suite (wn) tend clairement vers +∞.

• Conclusion :
Donc la suite (wn) n’est pas majorée ; la proposition (P) est fausse.

3. La suite (zn) de nombres complexes est définie par :











z0 = 2 + 3i

zn+1 =

(√
2

4
+ i

√
6

4

)

zn, ∀n ∈ N

Pour quelles valeurs de n, |zn| est-il inférieur ou égal à 10−20 ?

• Pour tout entier n on a :

|zn+1| =
∣

∣

∣

∣

∣

√
2

4
+ i

√
6

4

∣

∣

∣

∣

∣

× |zn|

• Avec :
∣

∣

∣

∣

∣

√
2

4
+ i

√
6

4

∣

∣

∣

∣

∣

=

√

√

√

√

(√
2

4

)2

+

(√
6

4

)2

=

√

2

16
+

6

16
=

√
2

2

• Donc pour tout n,

|zn+1| =
√
2

2
|zn|

Et la suite (|zn|) est géométrique de raison q =

√
2

2
et de premier terme |z0| avec :

|z0| = |2 + 3 i | =
√

22 + 32 =
√
13
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• On peut donc exprimer le terme général de cette suite géométrique en fonction de n.

∀n ∈ N ; |zn| = |z0| × qn =
√
13

(√
2

2

)n

• Tous les termes de la suite géométrique (|zn|) sont positifs ; la raison de cette suite est strictement comprise entre 0 et 1
donc cette suite est décroissante et converge vers 0. Or par définition :

Une suite (un) est convergente vers L si tout intervalle ouvert contenant L, contient tous les termes de la suite à
partir d’un certain rang.
Ce que l’on peut mathématiquement traduire par :

∀ǫ > 0 , ∃n0 ; ∀n > n0 =⇒ |un − L| < ǫ

Définition 1

Il y aura donc un plus petit rang n0 tel que pour tout n > n0 :

|zn| ≤ 10−20

Or on a pour tout entier n :

|zn| ≤ 10−20 ⇐⇒
√
13

(√
2

2

)n

≤ 10−20

⇐⇒
(√

2

2

)n

≤ 10−20

√
13

En composant par la fonction ln strictement croissante sur R∗

+ :

|zn| ≤ 10−20 ⇐⇒ ln

(√
2

2

)n

≤ ln

(

10−20

√
13

)

⇐⇒ n× ln

(√
2

2

)

≤ ln

(

10−20

√
13

)

On divise chaque membre par ln(
√
2/2) < 0 donc l’ordre change :

|zn| ≤ 10−20 ⇐⇒ n ≥
ln

(

10−20

√
13

)

ln

(√
2

2

) ≈ 136, 6

Donc pour n > 137, on a |zn| ≤ 10−20.
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Exercice 4. Obligatoire - Espace 5 points

Candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité

A
B

CD

E F

GH
On se place dans le repère orthonormé

(

A ;
−−→
AB ,

−−→
AD ,

−−→
AE

)

.

Donc A (0 ; 0 ; 0), B (1 ; 0 ; 0), D (0 ; 1 ; 0) et E (0 ; 0 ; 1)

1. 1. a. Montrer que la droite (DB) admet pour représentation paramétrique











x = s

y = 1 − s

z = 0

.

{

D (0 ; 1 ; 0)

B (1 ; 0 ; 0)

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ −−→
DB







1

−1

0







La droite (DB) passant par le point D et de vecteur directeur
−−→
DB est l’ensemble des points M de l’espace tel que le vecteur−−−→

BM soit colinéaire à
−−→
DB . On a alors :

(DB) =











M(x ; y ; z) ;
−−−→
DM







x− 0

y − 1

z − 0






= s

−−→
DB







1

−1

0






, s ∈ R











Une représentation paramétrique de la droite (DB) est donc :

(DB) :











x = s

y = 1− s

z = 0

, s ∈ R

1. b. Montrer que les points de la droite (AG) sont les points de coordonnées (t ; t ; t) où t est un réel.
−−→
AG =

−−→
AB +

−−→
BC +

−−→
CG =

−−→
AB +

−−→
AD +

−−→
AE

Donc G a pour coordonnées G(1 ; 1 ; 1). D’où :

{

G (1 ; 1 ; 1)

A (0 ; 0 ; 0)

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ −−→
AG







1

1

1






.

La droite (AG) passant par le point A et de vecteur directeur
−−→
AG est l’ensemble des points M de l’espace tel que le vecteur−−−→

AM soit colinéaire à
−−→
AG . On a alors :

(AG) =











M(x ; y ; z) ;
−−−→
AM







x− 0

y − 0

z − 0






= t

−−→
AG







1

1

1






, t ∈ R











Une représentation paramétrique de la droite (AG) est donc :

(AG) :











x = t

y = t

z = t

, t ∈ R

2. Soit M un point (DB) et N un point de (AG). Démontrer que la droite (MN) est perpendiculaire aux deux droites
(AG) et (DB) si et seulement si M et N ont pour coordonnées respectives

(

1

2
; 1

2
; 0
)

et
(

1

3
; 1

3
; 1

3

)

.
On a :

{

M (s ; 1− s ; 0)

N (t ; t ; t)

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒
−−−→
MN







t− s

t− 1 + s

t






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La droite (MN) est perpendiculaire aux deux droites (AG) et (DB) si et seulement si :

• d’une part les vecteurs
−−−→
MN et

−−→
AG sont orthogonaux, soit :

−−−→
MN .

−−→
AG = 0 ;

• et si d’autre part les vecteurs
−−−→
MN et

−−→
DB sont orthogonaux; soit

−−−→
MN .

−−→
DB = 0.

Or on a :

−−−→
MN .

−−→
AG = 0 ⇐⇒ (t− s) + (t− 1 + s)× 1 + t = 0

⇐⇒ t− s+ t− 1 + s+ t = 0

⇐⇒ 3t = 1

⇐⇒ t =
1

3

−−−→
MN .

−−→
DB = 0 ⇐⇒ (t− s) + (t− 1 + s)× (−1) + t× 0 = 0

⇐⇒ t− s− t+ 1− s = 0

⇐⇒ 1 = 2s

⇐⇒ s =
1

2

Les coordonnées de M et N sont donc : M

(

1

2
;
1

2
; 0

)

et N

(

1

3
;
1

3
;
1

3

)

.

3. Soit s et t deux réels quelconques. On note M(s ; 1 − s ; 0) un point de (DB) et N(t ; t ; t) un point de (AG).

3. a. Montrer que MN2 = 3
(

t− 1

3

)2
+ 2

(

s − 1

2

)2
+ 1

6
.

−−−→
MN







t− s

t− 1 + s

t






=⇒ MN2 = (t− s)2 + (t− 1 + s)2 + t2

soit :

MN2 = t2 − 2ts+ s2 + t2 + 1 + s2 − 2t− 2s+ 2ts+ t2

= 3t2 − 2t+ 2s2 − 2s+ 1

= 3

(

t2 − 2

3
t

)

+ 2
(

s2 − s
)

+ 1

MN2 = 3

(

(

t− 1

3

)2

− 1

9

)

+ 2

(

(

s− 1

2

)2

− 1

4

)

+ 1

MN2 = 3

(

t− 1

3

)2

− 1

3
+ 2

(

s− 1

2

)2

− 1

2
+ 1

Donc :

MN2 = 3

(

t− 1

3

)2

+ 2

(

s− 1

2

)2

+
1

6

3. b. En déduire la position de M et N pour laquelle MN est minimale. Que peut-on dire de (MN) dans ce cas ?
La distance MN est minimale quand le nombre MN2 est minimal. Le carré de tout réel étant positif ou nul, pour tout réel t et
tout réel s :

3

(

t− 1

3

)2

+ 2

(

s− 1

2

)2

≥ 0

Soit

MN2 = 3

(

t− 1

3

)2

+ 2

(

s− 1

2

)2

+
1

6
≥ 1

6

De fait 1
6 est UN minorant de MN2. Or ce minorant est atteint pour t =

1

3
et s =

1

2
, c’est donc LE minimum de MN2.

La distance MN est donc minimale pour t =
1

3
et s =

1

2
. Dans ce cas, d’après la question 2., la droite (MN) est la

perpendiculaire commune aux deux droites (AG) et (BD).
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Exercice 4. Spécialité : Arithmétique 5 points

Candidats ayant suivi l’enseignement de spécialité

Partie A

On considère l’équation 51x− 26y = 1 où x et y sont des nombres entiers relatifs.

1. Justifier, en énonçant un théorème du cours, que cette équation admet au moins un couple solution.

Deux entiers naturels a et b sont premiers entre eux, si et seulement si,
il existe deux entiers u et v tels que au+ bv = 1.

Soit :
PGCD (a ; b) = 1 ⇐⇒ ∃ (u ; v) ∈ Z

2 ; au+ bv = 1

Remarque : C’est le groupe Bourbaki qui donne vers 1948 le nom de Bézout à ce théorème qui en fait est énoncé
et démontré par le mathématicien français Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) dans ses « Problèmes

plaisans et délectables » publié en 1624. Bézout démontre lui une généralisation de ce théorème aux polynômes en
1764 dans un mémoire présenté à l’académie des sciences.

Théorème 2 (Bézout, 1730-1883)

On a :

51 = 3× 17 et 26 = 2× 13

Donc les deux entiers 51 et 26 sont premiers entre eux ; d’après le théorème 2 dit de Bézout, on peut en déduire que l’équation
51x− 26y = 1 admet au moins un couple solution.

2. 2. a. Donner un couple solution (x0 ; y0) de cette équation.
Par divisions euclidiennes successives on obtient avec a = 51 et b = 26 :

Division euclidienne Reste Egalité avec a et b

51 = 26× 1 + 25 25 = 51− 1× 26 25 = a− 1 b

26 = 25× 1 + 1 1 = 26− 1× 25 1 = b− 1× (a− 1 b)
1 = −1 a+ 2 b

Le PGCD des nombres 51 et 26 est le dernier reste non nul du procédé, c’est-dire 1.
Les nombres 51 et 26 sont donc premiers entre eux et le théorème 2 dit de Bézout-Bachet assure donc l’existence de couples
(u ; v) d’entiers relatifs solutions de l’équation :

51 u+ 26 v = 1

Pour trouver une solution, il suffisait d’exprimer le reste de la division euclidienne en fonction de a et b pour chaque ligne du
procédé. Un couple solution de l’équation 51 u+ 26 v = 1 est donc : (−1 ; 2).
De ce fait, un couple solution de l’équation :

51 u− 26 v = 1

est donc :
(u = −1 ; v = −2)

2. b. Déterminer l’ensemble des couples solutions de cette équation.

Une solution particulière est : (−1 ; −2)
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• Transformation de l’équation

(E) : 51u− 26v = 1

Puisque le couple (−1 ; −2) est une solution particulière de l’équation (E) on a : 51× (− 1)− 26× (− 2) = 1.
Donc

{

51× u − 26× v = 1

51× (− 1) − 26× (− 2) = 1
=⇒

par soustraction
51(u+ 1)− 26(v + 2) = 0

Donc l’équation (E) devient :
(E) : 51(u+ 1) = 26(v + 2)

• Application du théorème de Gauss

Soit a, b, c des entiers.

Si

{

a divise le produit bc

a et b sont premiers entre eux
, alors a divise c.

Remarque : Le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss énonce et prouve ce théorème
(sous forme de lemme en fait) en 1801 dans son ouvrage « Disquisitiones arithmeticae ».

Théorème 3 (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855)

(E) : 51(u+ 1) = 26(v + 2)

Puisque 51 et 26 sont premiers entre eux, alors en appliquant le théorème de Gauss :

{

51 divise le produit 26(v + 2)

51 et 26 sont premiers entre eux
=⇒

d’après le th. de Gauss
51 divise (v + 2)

{

26 divise le produit 51(u+ 1)

51 et 26 sont premiers entre eux
=⇒

d’après le th. de Gauss
26 divise (u+ 1)

Il existe donc des entiers k et k′ tels que :
{

(v + 2) = 51k

(u + 1) = 26k′

En reportant dans l’équation (E) on obtient

51× 26k′ = 26× 51k ⇐⇒ k = k′

Ainsi, les solutions de l’équation (E) sont les couples de la forme

(

−1 + 26k ; −2 + 51k
)

; k ∈ Z

Partie B

On fait correspondre à chaque lettre de l’alphabet un nombre entier A pour 0, B pour 1 ... Z pour 25.
Afin de coder une lettre de l’alphabet, correspondant à un entier x compris entre 0 et 25, on définit une fonction de codage f par

f(x) = y, où y est le reste de la division euclidienne de 51x + 2 par 26. La lettre de l’alphabet correspondant à l’entier x est

ainsi codée par la lettre correspondant à l’entier y.

1. Coder la lettre N.

Lettre N

x 13

51x+ 26 665

y 15

Lettre correspondante à y P
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La lettre N correspond à x = 13 donc 51x+ 2 = 51× 13 + 2 = 665.
Comme 665 = 25× 26 + 15, le reste de la division de 665 par 26 est 15 et f(13) = 15 et le nombre 15 correspond à la lettre P.
Donc la lettre N est codée en P.

2. En utilisant la partie A, déterminer l’entier a tel que 0 6 a 6 25 et 51a ≡ 1 [26].
On a par définition de la congruence :

51a ≡ 1 [26] ⇐⇒ ∃b ∈ Z ; 51a = 1 + 26b

Or
51a = 1 + 26b ⇐⇒ 51a− 26b = 1

Or d’après la partie A, les solutions de l’équation 51a− 26b = 1 sont les couples :

(a = −1 + 26k ; b = −2 + 51k) ; k ∈ Z

On cherche alors k de Z pour que 0 6 a 6 25. L’unique solution est alors réalisée pour k = 1 ce qui donne a = 25.

L’entier a tel que 0 6 a 6 25 et 51a ≡ 1 [26] est : a = 25 .

3. Démontrer que si la lettre correspondant à un entier x est codée par une lettre correspondant à un entier y, alors x
est le reste de la division euclidienne de ay + 2 par 26.
On suppose que la lettre correspondant à un entier x est codée par la lettre correspondant à un entier y ; alors y est le reste de la
division de 51x+ 2 par 26 ce qui signifie que y ≡ 51x+ 2 [26]. On multiplie les deux membres par a = 25 ainsi :

51x+ 2 ≡ y [26] =⇒ (51a)x+ 2a ≡ ay [26]

Or d’après la question B2. l’entier a tel que 0 6 a 6 25 et 51a ≡ 1 [26] est : a = 25 donc :

51x+ 2 ≡ y [26] =⇒ x+ 50 ≡ ay [26]

=⇒ x− 2 ≡ ay [26]

=⇒ x ≡ ay + 2 [26]

On sait que x est le nombre correspondant à une lettre donc 0 ≤ x ≤ 25 et on a bien montré que si la lettre correspondant à un
entier x est codée par une lettre correspondant à un entier y, alors x est le reste de la division euclidienne de ay + 2 par 26

4. Déterminer alors la lettre qui est codée par la lettre N.

Lettre N

y 13

25y + 2 327

x 15

Lettre correspondante à y P

La lettre N correspond au nombre 13 donc ici y = 13, alors x est le reste de la division de 25y + 2 par 26.

25× 13 + 2 = 327 et 327 = 26× 12 + 15 donc x = 15

La lettre qui est codée par N est donc P.

5. On applique 100 fois de suite la fonction de codage f à x correspondant à une lettre. Quelle lettre obtient-on ?
Soit x correspondant à une lettre, x est un entier entre 0 et 25 d’après le codage initial.

• On applique la fonction de codage f à x et on obtient un entier y1 entre 0 et 25, correspondant à une lettre :

y1 = f(x) = 51x+ 2 [26]

• Puis on ré-applique la fonction de codage f à y1 et on obtient un entier y2 entre 0 et 25, correspondant à une lettre :

y2 = f (y1) = 51y1 + 2 [26]
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• De ce fait :
{

y1 ≡ 51x+ 2 [26]

y2 ≡ 51y1 + 2 [26]

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ y2 ≡ 51 (51x+ 2) + 2 [26] ⇐⇒ y2 ≡ 2 601x+ 104 [26]

• Or on a :
{

2 601 = 26× 100 + 1 =⇒ 2 601 ≡ 1 [26]

104 = 26× 4 =⇒ 104 ≡ 0 [26]

D’où :
y2 ≡ 2 601x+ 104 [26] ⇐⇒ y2 ≡ x+ 0 [26]

• Conclusion :

y2 ≡ 2 601x+ 104 [26] ⇐⇒ y2 ≡ x [26]

Donc en appliquant deux fois la fonction de codage f , on retombe sur la même valeur et donc sur la même lettre.

f(f(x)) = x

Ce sera encore vrai si on applique un nombre pair de fois la fonction de codage.
Donc si on applique 100 fois de suite la fonction de codage f à un nombre correspondant à une certaine lettre, on obtient
la lettre du départ.

Compléments :

Lettres A B C D E F G H I J K L M

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

51x+ 26 2 53 104 155 206 257 308 359 410 461 512 563 614

y 2 1 0 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16

Lettre corres-
pondante à y

C B A Z Y X W V U T S R Q

Lettres N O P Q R S T U V W X Y Z

x 13 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

51x+ 26 665 716 767 818 869 920 971 1022 1073 1124 1175 1226 1277

y 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3

Lettre corres-
pondante à y

P O N M L K J I H G F E D
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