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Exercice 1. Probabilités

7 points

Commun a tous les candidats

Partie A

On préleve au hasard une bouteille d’eau dans la production totale de la journée. On considere les événements suivants :

e A : «Labouteille d’eau provient de la source A »
e [ : «Labouteille d’eau provient de la source B »
e 5 :«Leau contenue dans la bouteille d’eau est trés peu calcaire ».

On regroupe les données de 1I’énoncé dans un arbre pondéré :

0,17

1. Déterminer la probabilité de I’événement A N S.
Ona:
P(ANS)=P(A) x P4(S)=0,7x0,17

Soit

| P(ANS)=0,119)

2. Montrer que la probabilité de I’évéenement S vaut 0, 149.
D’apres la formule des probabilités totales :

P(S)=P(ANS)+P(BNS)
=0,119+ P(B) x Pp(S)
P(S)=0,119+0,3 x 0,1

Soit
P(S)=0,149

3. Calculer la probabilité que I’eau provienne de la source A sachant qu’elle est tres peu calcaire.
La probabilité cherchée correspond a :

P(ANS) 0,119
Ps(A): ( ) = ~

= ~ 0,799
P(S) 0,149 ——
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4. Le lendemain d’une forte pluie, I’usine préléve un échantillon de 1 000 bouteilles provenant de la source A. Parmi ces
bouteilles, 211 contiennent de I’eau tres peu calcaire. Donner un intervalle permettant d’estimer au seuil de 95 % la
proportion de bouteilles contenant de I’eau tres peu calcaire sur I’ensemble de la production de la source A apres cette
intempérie.

e Analyse des données :

—  «Sur un échantillon de n = 1000 bouteilles. 1l est constaté que 211 ont de I’eau trés peu calcaire. ». Donc la
fréquence observée de bouteilles qui ont de 1’eau trés peu calcaire est

f=211-+1000 = 0,211 soit | f = 0,211

e Intervalle de confiance :

[Théoréme 1 (Intervalle de conﬁance)]

Soit f la fréquence observée d’un caractere dans un échantillon de taille n extrait d’une population dans laquelle la
proportion de ce caractere est p.

v n>30
Si les conditions suivantes sont remplies: ¢ v nf >5

v n(l-f)>5
Alors un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% de la proportion p est :

1 1
I, = f - ﬁ ; f + ﬁ

On a pour le cas étudié, n = 1000, f = 0,211. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=1000> 30

211
vV nf=1000x —— =211>5
1000 789
v 1—f)=1000 X —— =789 >
n=J) * 1000 =
Un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% est alors :
1 1 211 1 211 1
Li=|f-—=: [+—| = - ;o
vn vn 1000 /1000 = 1000 ~ /1000
Soit puisque les borne sont :
211 L 0,17938.0 ditlab inféri défaut 2 10~3 pres soit 0,179
E — — ~0, . On arrondit la borne inférieure par défaut a res soit 0,179.
1000 /1000 P P -
211 1
[ 1000 + o0 ~ 0,24262 . On arrondit la borne supérieure par excés a 1072 pres soit 0,243.

1100() ~ [0,179 5 0,243}

Partie B

1. Déterminer la probabilité pour que le taux de calcium mesuré dans une bouteille prise au hasard dans la production
d’une journée de la source A soit compris entre 6, 4 mg et 9, 6 mg.
La calculatrice peut donner directement le résultat mais il est plus judicieux d’appliquer la propriété suivante :

[Propriété 1 (Les intervalles « un, deux, trois sigma »)]

Soit p un réel et o un réel strictement positif. Si la variable aléatoire X suit la loi normale .4 (u ; 02) alors :
Plp— o<X<pu+ o0)=0,683 : (1)
P(p—20 <X <pu+20)~0,94 : (2)

P(p—30<X <pu+30)~0,97 : (3)
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Ici la variable aléatoire X suit une loi .4 (u =8;02=1, 62). On a donc ici d’apres la relation (1) de la propriété 1 :
P6,4<X<96)=P8-1,6<X<8+41,6)
Plu—o<X<p+o)

En appliquant la relation (1) de la propriété 1 on a donc :

‘P(6,4§X§9,6)z0,683‘

2. Calculer la probabilité p(X < 6,5).
Ala calculatrice, on trouve :

‘P(X<6,5)m0,174‘

3. Déterminer o sachant que la probabilité qu’une bouteille prélevée au hasard dans la production d’une journée de la
source B contienne de I’eau tres peu calcaire est 0, 1.
Par propriété :

Propriété 2
Soit 1 un réel et o un réel strictement positif.

La variable aléatoire X suit la loi normale .4/ (u ; 02) si et seulement si, la variable aléatoire Y = —— i suit la
g
loi normale centrée réduite .4 (0 ; 1).

Puisque Y suit la loi normale .4 (9 ; 02) ,ava. Z =
De ce faitona:

suit la loi normale centrée réduite .4 (0 ; 1).

g g

Y — —
P(Y§6,5):0,1<:>P( 9 L85 9):0,1

2,5
<:>P<Z§—>O,1
(o

On cherche, a la calculatrice, le réel 3 tel que P(Z < ) = 0, 1 avec Z qui suit la loi normale centrée réduite.

2
Br 1,982 e —20 8 1989 e oA 1,05
g

Partie C

1. Justifier que I’aire du domaine compris entre ’axe des abscisses, les droites d’équation x
courbe C est égale a 2a unités d’aire.
™ ﬂ'
Vo € } -—=5 = [
{ 272

Comme :
Va € R

L’aire du domaine cherchée correspond, en unités d’aire, a la valeur de I'intégrale :

— _= .
= —setx = S,etla

—acosx >0

e

/ acoszdxr = a[simac]%l =a(l—(-1)) =2a

el

2. Pour des raisons esthétiques, on souhaite que I’aire du disque soit égale a I’aire de la surface grisée. Quelle valeur
faut-il donner au réel a pour respecter cette contrainte ?

Le probléme revient a résoudre 1I’équation en a :

2a—7r(g)2:7r<g)2 = a77r<g)2:0 <~ a(4d—ma)=0

Comme a est strictement positif, la seule solution possible est :

4
a=—>0
™
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Exercice 2. Fonction 3 points

Commun 2 tous les candidats
Pour chaque réel a, on considere la fonction f, définie sur I’ensemble des nombres réels R par :

falz) =e"7% — 22 + e

1. Montrer que pour tour réel a, la fonction f, possede un minimum.
La fonction f,; est une somme de fonctions dérivables sur R donc dérivable sur R eton a :

Vz eR, fi(x)=e""*—2

e On a pour tout réel x : e En outre pour tout réel x :

flz) =0 " *—-2=0

fi(z) >0+ " *—2>0

r—a
¢ =2 = e >2
En composant par la fonction In définie sur |0 ; +oo],
ona: La fonction In étant croissante sur |0 ; +oo[, on a par
p composition :
fi(x)=0<=x—a=1In2

a

/ — —
fal#) =0 < z=a+In2 fi(z) >0 2—a>n2
soit fi(z) >0 < z>a+1n2

VieR;|fi(x)=0<=z=a+1In2

VreR;

fi(z) >0<= 2 >a+1n2

En conséquence :

fi(xr) >0 <=2 >a+1n2
= fl(z)<0<=z<a+1n2

flx)=0<—=z=a+1n2

a

Donc f!(z) s’annule et change de signe pour z = a + In 2 en étant négatif puis positif donc f, admet un minimum en @ + In 2
égal a

fala+1In2)=e®™M27% _2(g+1In2)+ e*=2—2a—2In2+ e°

T —00 a+1In2 +00
falw) - 0 +
fa \ ( /
fala+1n2

2. Existe-t-il une valeur de a pour laquelle ce minimum est le plus petit possible ?

Ena+In2,0ona
fal@a+In2)=2—-2a—In2+ e*

Afin de minimiser ce minimum, on étudie les variations de la fonction g dérivable sur R et définie par
gla)=2—-2a—1In2+ e”

On a pour tout réel a :
g'(a)=—-2+e"
et

J@) >0 —2+e?>0 < e2>2 <= a>1In2 ,
= g¢'(a) <0 <= a<In2

g(a) =0<=a=1n2

Donc ¢'(a) s’annule et passe de négatif a positif en a = In 2.
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x —00 In2 +00
g'(z) - ¢ +
4—4In2

Avec a = In 2, minimise donc le minimum de f, qui est égal a :

g(ln2)=2—-2In2 22+ e™2 =4 —4In2

Exercice 3. Géométrie dans I’espace 5 points

Commun a tous les candidats

Soient z, y et z trois nombres réels. On considere les implications (P ) et (P2) suivantes :

1
(Py) (x+y+z:1):($2+y2+z2>§)

1
(%) ($2+y2+z2>—):(x+y+z=1)

3

Partie A

L’implication (P-) est-elle vraie ?

11 suffit de prendre un contre-exemple pour montrer que (Pz) est fausse.
Par exemple, le triplet (1; 1; 1) convient :

P+12412=3>_et14+14+1=3#1

wl

Partie B

Dans I’espace, on considere le cube ABC'D EFGH, représenté ci-dessous, et on définit le repere orthonormé (A i AB, AD , AE )

E H
F G

|
|
|
|
.____ID
AN
~N

B c

1. 1.a. Vérifier que le plan d’équation x + y + z = 1 estle plan (BDE).
11 suffit de vérifier que les coordonnées des trois points non alignés B, D et E vérifient I’équation donnée x +y + z = 1.

Avec B(1; 0; 0), D(0; 1; 0) et E(0; 0; 1), ¢’est bien le cas caron a :

1+0+0=0+1+0=0+0+1=1

1. b. Montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE).
11 suffit de montrer que le vecteur AG  est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BDE). Prenons par exemple
BD et BE .Onaalors:

— — 1 -1 — =
AG .BD = 1 |=-14+4140=0 = AG L BD
1 0
1 -1
— — — =
AG .BE =1 0 |=-1404+1=0 = AG 1 BE
1 1
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Donc la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE).
1,1, 1y

1. c. Montrer que I’intersection de la droite (AG) avec le plan (BDE) est le point K de coordonnées (§ 533 3
D’apres la question 1.b., on sait que la droite (AG) et le plan (BDE) sont sécants en un unique point que 1’on peut nommer
K. 11 suffit alors de prouver que le point K appartient a la droite (AG) et au plan (BDE).

— 1— . . .
e Comme AK = gAG , le point K appartient a la droite (AG).

1 1 1
e Comme 3 + 3 + 3= 1, le point K appartient au plan (BDE).

Donc K est I'intersection de la droite (AG) etdu plan (BDE).

2. Le triangle BDFE est-il équilatéral ?
Les cdtés du triangle BD E sont les diagonales des faces du cube, elles sont de fait de méme longueur. Le triangle BDE est un
donc un triangle équilatéral.

3. Soit M un point de I’espace.
3.a. Démontrer que si M appartient au plan (BDE), alors AM? = AK? + MK?.

e Soit M est un point du plan (BDE) distinct de K.
D’apres la question (1. ¢. ), la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE), et leur point d’intersection est K.
La droite (AK) est donc orthogonale a toute droite du plan (BDE), et puisque le point M appartient 4 ce plan, la droite
(AK) est perpendiculaire a la droite (K M ).
Le triangle AM K est donc rectangle en K. D’apres le théoréme de Pythagore, on a alors :

AM? = AK? + MK?
e SiM=K,ona:
AK? + MK? = AM? + MM? = AM?
La relation est encore vraie.
e Si M appartient au plan (BDFE), alors on a bien :

VM € (BDE) : AM? = AK? + MK?

3.b. En déduire que si M appartient au plan (BDE), alors AM? > AK?2,
On vient de montrer lors de la question (3.a.) que si M appartient au plan (BDE), alors AM? = AK? + M K?2.

Or le carré M K? est positif donc :
AM? = AK* + MK? > AK?

On a bien montré que :

VM € (BDE) : AM? > AK?

3.c. Soient x, y et z des réels quelconques. En appliquant le résultat de la question précédente au point M de coor-
données ( ; y ; z), montrer que ’implication (P;) est vraie.

D’apres la question (3. b. ), on a montré que pour tout point M du plan (BDE),

AM? > AK?

—_— — ——
Dans repere orthonormé (A ; AB, AD , AE ), lié au cube ABCDEFGH ona:

A(050;0) x 1

ST - — (3

M(0;150) = AM |y | et AK |1

gl . 1.1 i

333 N 3

Soit 2

—)2 — 2 1 1
HAMH —AM2 =22+ y? 1 22 et HAKH AKQ?,x(g) 1315

Le plan (BDE) étant d’équation = + y + z = 1, I'inégalité précédente AM? > AK? se traduit donc avec M (z ; y ; ) par
I’inégalité :

1
Py +27 >

w

L’implication (P;) est donc vraie.
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Exercice 4. Obligatoire : Suites 5 points

Candidat n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

On considere deux suites de nombres réels (d,) et (a,,) définies par dy = 300,
ag = 450 et, pour tout entier naturel n > 0

1
dn+1 = §dn + 100
1 1
Ap+1 = §dn + §G/n + 70
1. Calculer d; et a;.
Ona: 1 )
di = =dy+ 100 = - x 300+ 100 d; =250
2 2 —
1 1 1 1
a1 = —=dg+ —ag+70= - x300+ = x 450 + 70 ap =445
2 2 2 2
2. 2.a. Quels nombres obtient-on en sortie de I’algorithme pour n = 1? Ces résultats sont-ils cohérents avec ceux

obtenus a la question 1. ?
On obtient en sortie D = 250 et A = 420. Ces résultats ne sont pas cohérents avec ceux obtenus a la question (1. ).

2.b. Expliquer comment corriger cet algorithme pour qu’il affiche les résultats souhaités.
Le probléeme de 1’algorithme proposé vient du fait qu’il réutilise la variable D pour le calcul de A alors qu’elle a été modifiée

1 1
lors de la ligne précédente. L’ algorithme proposé calcule une valeur correspondante a I’expression a; = §d1 + 500 + 70 et

1 1
pas a celle proposée a1 = §d0 + an -+ 70.

On peut corriger cela en utilisant une variable auxiliaire N, déclarée « nombre réel » dans I’initialisation et qui sert de variable
tampon.

Variables : n et k sont des entiers naturels

D, Aet sont des réels
Entrée : Saisir n
Initialisation : D prend la valeur 300

A prend la valeur 450

Saisir la valeur de n
Traitement : Pour k variantde 1 an

N prend la valeur D

D
D prend la valeur 5 + 100

A N
A prend la valeur 3 + 5 + 70
Fin de Pour
Sortie : Afficher D
Afficher A

3. 3.a. Pour tout entier naturel n, on pose e,, = d,, — 200. Montrer que la suite (e,,) est géométrique.
Pour tout entier naturel n on a :

€n+1 = dn+1 - 200
(d. —200) = Sex

|~

1
= |ent1 = §dn + 100 — 200 =

1
dni1 = 5dn +100

1
La suite (e, )nen est donc géométrique de raison 5 et de premier terme ey = dop — 200 = 100.
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3.b. En déduire I’expression de d,, en fonction de n.

D’apres la question précédente, la suite (e, )nen est donc géométrique de raison 3 et de premier terme eg = 100.

On a alors pour tout entier n :
n\" "
== =1 -

VneN; dn100<%> + 200

Soit puisque e, = d,, — 200 :

3.c. Lasuite (d,,) est-elle convergente ? Justifier.

1
Puisque —1 < 5 <1,ona

Or on vient de prouver que pour tout entier n :

1 n
dy, =100 (5) + 200

Soit en passant a la limite :

lim d, =200

n—-+o0o

La suite (d,, )nen est donc convergente vers 200.

4. On admet que pour tout entier naturel n,

\" 1\"
a, = 100n (5) + 110 (5) + 340.

4.a. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 23, on a 2n? > (n + 1)2.

Pour cette question un peu technique, on va étudier le signe du trindme 2n? — (n + 1)? et prouver qu’il est positif quand n est
supérieur a 3.

Pour tout entier n on a apres développement :
2> —(n+1)2=n>-2n—-1=A=8>0

De fait le trindme du second degré admet deux racines réelles qui sont :

2—+/8 2 8
ny = 2\/_ ~ —0.414 et ny = +2\/_ ~ 2,4

Le trindme est alors du signe de a = 1 > 0, le coefficient du terme au carré a I’extérieur des racines soit :

n — 2 —2\/§ ~ —0.414 2 +2\/§ ~

2.4 +00

signe de 2n? — (n +1)2 + 0 - 0 +

Donc, pour n entier supérieur a 3, on a
2n* —(n+1)*=n*-2n—-1>0

C’est-a-dire :

Vn>3;2n%> (n+1)2
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4.b. Montrer par récurrence que pour tout entier n supérieur ou égal a 4, 2™ > n?2.

2" =24 =16
n?=22=4<16

Donc la propriété est initialisée, elle est vraie pour n = 4.

e Initialisation : Pour n = 4, on a bien :

= 2" >n?

e Hérédité : Supposons que pour n entier fixé, n > 4 la propriété soit réalisée et donc que : 2" > n?. En multipliant les
deux membres de 1’inégalité par 2 on obtient alors :

2"t > 2p?
Or on a montré lors de la question (4.a.) que
Vn>3;2n%> (n+1)2
De ce fait :

— 2" > 9n2 > (n +1)?

2n+1 2 2TL2
(4.a.)

Vn>3;2n?2> (n+1)32

La propriété est donc aussi vraie au rang (n + 1), elle est héréditaire.
e Conclusion.
Initialisée et héréditaire, la propriété est donc vraie pour tout entier supérieur ou égal a 4.

‘Vn24;2”2n2‘

1\" 100
4. c. En déduire que pour tout entier n supérieur ou égala4,ona: 0 < 100n 5) < —.
n

D’apres la question précédente, si n est un entier supérieur ou égal a4, ona: 0 < n? < 2". En composant, cette inégalité par
la fonction inverse, décroissante sur R’ on obtient alors :

1 1
Vn>4; 0< — < —
"= 2n T n2

On multiplie alors chaque membre de I’inégalité par 100n > 0 avec n > 4, on obtient alors :

1\" 100 100
Vn >4 0<100n(§) < —

n n

4.d. Etudier la convergence de la suite (a,,).

D’apres la question précédente : En outre

¥n>4; 0<100n (5) < 100 Théoreme 2
n

n Sileréel gesttelque: —1 <g<lona:

Or lim ¢"=0
100 n—+oo
lim — =0
n—-+oo n

Donc d’apres le théoreme d’encadrement De ce fait, ici —1 < ¢ = 0,5 < 1 et d’apres le théoreme 3 :

i n\" ) n\"

lim 100n{=) =0 lim 110x (=] =0

n—-+o0o 2 n—-+o0o 2

D’apres les résultats sur les limites de sommes, on obtient alors :

lim 100n <% =0

n—s+o00 1\" n\"
e h — lim 100n (—) +110 (—) + 340 = 340
lim 110 <—> =0
n—-+o0o 2
Soit :
lim a, = 340
n—-+o0o
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Exercice 4. Spécialité 5 points

Candidat ayant suivi ’enseignement de spécialité

e Au début du mois 0, il y avait 300 internautes au niveau débutant et 450 au niveau avancé.

e  Chaque mois, la moitié des débutants passe au niveau avancé, I’autre moitié reste au niveau débutant et la moitié des
avancés ayant terminé leur formation, se désinscrit du site.

e Chaque mois, 100 nouveaux internautes s’inscrivent en débutant et 70 en avancé.

On modélise cette situation par deux suites de nombres réels (dy,) et (ay,). Pour tour entier naturel n,, d,, et a,, sont respectivement
des approximations du nombre de débutants et du nombre d’avancés au début du mois n. Pour tout entier naturel n, on note Uy,

n

la matrice colonne < ) On pose dy = 300, ag = 450 et, pour tout entier n > 0

an
1
dnpr = G+ 100
1 1
Ap+1 = §dn + 5(1n + 70

1
1. a. Justifier ’égalité a,,+1 = Edn + Ean -+ 70 dans le contexte de I’exercice.

D’apres I’énoncé, le nombre d’avancés au début du mois n + 1 est noté a, 1. Il sera composé :
. . . 1
e de la moitié des d,, débutants du mois précédent passant au niveau avancé soit §d"’
e et de la moitié du nombre a,, des avancés ne s’étant pas désinscrits soit 5%

e etdes 70 personnes qui se sont inscrites en début du mois.

On obtient bien :

1 1
VneN; an+1:§dn+§an+70

1. b. Déterminer les matrices A et B telles que pour tout entier naturel n, U,,+1 = AU,, + B.

En posant
dy 0 100
U, = ; A= .| et B=
Qp, 5 70

Le systéme s’écrit sous la forme matricielle : U,,41 = Au, + B.
1. c. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1,ona:
1\" 00 1 0
Pn) : A" = [ - I nT) ouT = et Io = .
(Pn) (2)(2+ ) <10 27 \o 1
e Initialisation.

Pour n = 1, on a bien
Ao (

La propriété (P,,) est donc vraie au rang n = 1.
o Hérédité.
Supposons que pour n entier fixé non nul , la propriété (P,,) soit vraie et donc que :

1" 00 10
A= (2) (L+nT) ou T= ¢ I — .
(2) (Iz +nT) ot (1 0) 2 (0 1)

(I + T) a gauche ou a droite, on obtient :

N[ o=

N[~ D=
= O
\—/
I
N

1
En multipliant I’expression par A = 3
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1 k 1 1 n+1
wot = (1Y ey by = (3) 7 rr

g2 (00
~\o o

A = (%)Hl (I + (n+1)T)

Or la matrice 1" est nilpotente d’ordre 2 car :

Donc

La relation (P,,) est donc aussi vraie au rang (n + 1) si on la suppose vraie au rang n, elle est héréditaire.

e Conclusion.
La propriété (P,,) est donc initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N*.

1\" R 0 0 1 0
Vn € N*; A":(Q) (I + nT) ouT:<1 0) et12:<0 1).

2.a. Déterminer la matrice C qui vérifie ’égalité C = AC + B.
On cherche une matrice C' vérifiant I’égalité matricielle C = AC' + B, or:

C=AC+B<~—(C—-AC=B<+= (I,-A)C=B

On cherche alors a inverser la matrice 2 x 2 définie par : (I — A).
Cette matrice est bien inversible car :

N[

1,

det(I; — A) = ;i

N[ =
= O

La calculatrice donne alors I’inverse de la matrice Iy — A :

(I~ A)" = <§ g)

De ce fait on peut résoudre 1’équation (I, — A)C = B en multipliant les deux membres, a gauche, par (I — A) 7! :
C=AC+B < (I,-A)C=B
= (L-A) " 'x(I-A)C=(I,-A)"'xB

I

— C=(L—-A"'B

C=AC+B < C= 20 100
2 2 70

C=AC+ B+ (C= 200
340

Et donc

200

34()) . Montrer que pour tout entier naturel n, V,, 1 = AV,,.

2. b. Pour tout entier n > 0, on pose V,, = U,, — <
Pour tout entier naturel n,

Vn+1 = Un+1 -C
Or pour tout entier non a : U, 11 = AU, + B soit :

Vi1 = AU, + B—C
——

Un+1
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Or on sait que : C' = AC + B donc :

Vip1 = AU, + B — (AC + B)

———
c
Vn+1 = A (Un - C)
———
VTI,
Donc pour tout entier naturel n,
Vn+1 = AV,

2.c. On admet que pour tout entier n > 1, V,, = A™V. En déduire que pour tout entier naturel n > 1,

n

1
100 > + 200
1\" 1\"
100n (—) + 110 (—) + 340
2 2
D’apres la définition de la question (2.b.) on a pour tout entier n :

2 2
Vo =Uy, — 00 ==U,=V,+ 00
340 340
e Calcul de Vj.

D’apres la relation de la question (2.b.) on a :

2 1
Vo=Us—C= 300 B 00 _ 00
450 340 110
e CalculdeV,.

Toujours d’apres la relation de la question (2.b.) et en utilisant le fait que V,, = A"V ona:

U, =

VneN; U, =V, +C
= A"V +C
——

5
1 2
U an (100) (200
110 340
1 n
Or en utilisant le résultat de la question (1. ¢. ) : A™ = (5) (I2 +nT) , on obtient :
1\" 100 200
VvneN; U,= (= I T
" (2) (I> +nT) (110) * (340)
1
_ (5) 0 100) (200
", (1)" (1)" 110 340

Soit pour tout entier 7 :
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3.a. On admet que pour tout entier n > 4, 2" > n?. En déduire que pour tout entier n > 4,

1\" 100
0<100n | — < —.
2 n

On admet que pour n > 4, on a ’'inégalité :
2" >n?2>0

En composant par la fonction inverse, décroissante sur R* , on obtient :

En multipliant les membres de I’'inégalité par 100n, on obtient, apres simplification :

1\" 1
0<100n<—> <10
2 n

3. b. Que peut-on prévoir pour I’évolution de la fréquentation du site sur le long terme ?
On vient de montrer que pour n entier supérieur a 4 :

1\" 1
0 < 100n (—) < E
2 n
Or 100
Iim — =0

n—+oo N

Donc d’apres les théorémes d’encadrement, on obtient :

1 n
lim 100n (—) =0
n—-+oo 2
En outre

Sileréel gesttelque: —1 <g< lona:
lim ¢"=0

n—-+o00

De ce fait, ici —1 < ¢ = 0,5 < 1 et d’apres le théoreme 3 :

n\" n\"
lim 100 x | = =0= lim 100x | =
n—-+oo 2 n—-+oo 2

Enfin, d’apres les théorémes sur les limites de sommes, on obtient : D’apres les résultats sur les limites de sommes, on obtient
alors :
1 n
e — lim 100n (5> +110 (5) + 340 = 340

lim 110 <1> -0 e
n—-+o0o 2
Soit :
fm 100 (L) + 200
Lam 005 )+ 200
lim U, = 0" " =
e lim 100n (=) +110 (=) + 340 340
n——+o0 2 2

La fréquentation se stabilise, a long terme, autour de 200 internautes débutants et 340 internautes avancés.
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