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Exercice 1. Complexes ! 7 points

Commun a tous les candidats

Partie A

1. Déterminer I’écriture exponentielle du nombre complexe v = 1 — i.

e Module : |u| = /12 4 (—1)2 = V/2; donc :

11 V2 V2
( 2 ﬂ) (2 2 )
e Argument : On cherche le réel o tel que :

V2

cos(a) = 5 -
—a=——+2kn; ke’

: V2 4
SIH(CY) = —7

e Ecriture exponentielle : L’écriture exponentielle du nombre u = 1 — i est donc :

u:\/ie*%

2. Déterminer, pour tout réel 8, la forme algébrique et I’écriture exponentielle du nombre complexe ' (1 — i).

Forme algébrique Forme exponentielle _
On a puisque € '? = cos(6) + i sin(0) : D’apres la question 1.ona: 1 — i = +v/2e ™% donc
e(1—1i) = (cos(d) + isin(0))(1 — i) ,
i0 N0 —ix
= cos(#) + i sin(f) — i cos(h) — i sin(f) e(l—i)=e"xv2e ™

e (1 — 1) = (cos() +sin(0)) + i (sin() — cos(f))

eie(l —i)= \/iei(e_%)

™
3. Déduire des questions précédentes que, pour tout réel 9, cos(8) + sin(8) = /2 cos (0 — Z) .

e D’apres la question 2. le nombre complexe e '?(1 — i) s’écrit d’une part :
el9(1— 1) = (cos(8) +sin(0)) + i (sin(d) — cos(d))

e ctd’autre part :

eie(l— i)= \/iei(ef%) Z\/i(cos (9— g) + isin (9— g))

e En identifiant les parties réelles, on obtient :

(¢]
5}.
—
—
|
—
~
I

(cos(f) +sin(f)) + i (sin(f) — cos(h)) ' p
3 (cos (9 B g) +isin (9 B g)) — | cos(#) + sin(f) = V2 cos (9 - Z)

(¢]
5}.
—~
—
|
—
~
I
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Partie B

Dans cette partie, on admet que, pour tout réel 6, cos(6)+sin() = /2 cos (9 — %) On consideére les fonctions f et g définies sur
Pintervalle [0 ; +oo[par: f(x) = e ®cos(x) et g(x)= e *.On définitla fonction h sur [0 ; +oo[ par h(x) = g(x) — f(x).

1. Conjecturer : 10
1. a. les limites des fonctions f et g en 400 ; 0,9
On peut conjecturer que les limites des fonctions f et g en 0.8
+oo sont égales a 0. ’
s 07 1\
0,6 \
1. b. la position relative de C; par rapporta Cg ; 0,5 Py \\ e
La courbe C semble située en dessous de la courbe C,. 0,4 \\ 8
0,3 \\
) . 9z 072 ° / \\
1. c. la valeur de I’abscisse = pour laquelle I’écart entre 0,1 Fh 4 N
les deux courbes Cy et C4 est maximal. 0 / \ ——
L’écart entre les deux courbes €y et €, semble maximal pour 01 i? N — i
x =2 s 1

1. Justifier que G, est située au-dessus de €7 sur P’intervalle [0 ; 4-ool.
Pour tout réel = de Iintervalle [0 ; +o0] :

Pour tout réel x :

(x) — J() = (1~ cos(a))e " > 0

e >0
= |9
COS(:C) <l= (1 — COS(:C)) > () | Par produit

Et donc la courbe €, est située au-dessus de la courbe C sur I'intervalle [0; +oo[.

2. Démontrer que la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale aux courbes C et Cg.

e Pour C,. On sait que :
lim g(z)= lim e =0
Tr——+00 Tr——+00
Donc la courbe €, admet la droite d’équation y = 0 comme asymptote horizontale en +oc.

e Pour Cy.
Pour tout x réel on a :

—1 < cos(z) < +1
—e < e "cos(z) < e””

——
e T >0 Par produit
On va alors utiliser le théoréeme d’encadrement, ou « des gendarmes » :

— lim —e =0
Z_.H_OO — lim e *cos(z) =0
lim —e % = ( | Th.desgendarmes z—+o00
T—r+00

C’est-a-dire

lim f(z)=0

T—r+00

Donc la courbe C; admet la droite d’équation y = 0 comme asymptote horizontale en +oo.

T
3. 3.a. Démontrer que, pour tout x de I’intervalle [0 ; +oo[, h/(z) = e * [\/i cos <a: - Z) — 1}

e Les fonctions f et g sont dérivables sur [0 ; +oo[ donc la fonction h est dérivable sur [0; oo :
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e Pourtoutréel z de [0; +oof :

g (@)= fllz)=h(z) =—e " — (—e “cos(z) + e *(—sin(x)))
B (x) = e " (=14 cos(x) + sin(x))

On a vu dans la partie A que, pour tout réel 9 :
V2 cos (9 - %) = cos(f) + sin(6)

On peut donc en déduire que pour tout réel  de [0; +o0of :

h(z)=e™ " {\/ﬁcos (z - E) - 1}

3.b. Justifier que :

g
e sur P’intervalle [O; 5}, /2 cos (:B — —) —1>0;

On se place dans I’intervalle {0 ; g} .

<o s T o T
=T=3 1= 1=
T \/5
-z X2 < <
Orsur[ 4,Aona 5 <cos(y) <1
2
ngggﬁcos(zf£)>£

2
T
<= 2cos<xfz) >1

Donc sur I’intervalle {0 ; g] s

ﬁcos(zfg)fIEO

™ ™
e et que, sur intervalle [5 ; 2#} , V2 cos <a: — Z) —1<0.

>

On se place dans I’intervalle {g ; 277]

< < 271 — ( — _) < —
X Cos | X
2 = = =

2
7r
— 2cos<xfz) <1

Donc sur I’intervalle [E ; 27r},

ﬁcos(zfg)flgo
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3. c. En déduire le tableau de variation de la fonction A sur intervalle [0 ; 27].
On a montré lors de la question 4a. que pour tout réel « de [0; 400 :

h(z)=e™ " {\/icos (ac - g) - 1}
Et puisque pour tout  réel , e =% > 0, la dérivée est du signe du facteur
Vs (5 3) -1

Or d’apres las question 4b. et 4c. on a :

T T
A )Y 1>
VJ}E{O,Q},\/iCOS(l’ 4) 120
T T
YV € [5;27r] ; ﬂcos(zfz)flgo
Soit :
T
Vx € [0; 5] s () >0
™ !
. . <
Vz6[2,27r} ; B (2) <0
On a donc :
T 0 g 2
e @ + +
T
\/ﬁcos(x—z)—l + —
Signe de K/ () + —
67%
Variations de h
0 0

1
4. On admet que, sur P’intervalle [0 ; 4oo], la fonction H définie par : H (x) = 5e‘”[—2 + cos(x) — sin(x) est une

primitive de la fonction /. On note D le domaine du plan délimité par les courbes C; et C,, et les droites d’équations
x = 0 et x = 2. Calculer I’aire A du domaine D, exprimée en unités d’aire.
On a démontré dans la question 2. que, pour tout x,

g(z) — f(z) = 0
donc on peut en déduire que h(z) > 0 sur [0; +oo].
27
Donc I’aire A du domaine D, exprimée en unités d’aire, est donnée par : A = / h(z)dx
0

On sait que la fonction h est une primitive de la fonction h, donc :

A:/O h(z)dx = H(2w) — H(0)

1 1
A= 3¢ “2T[—2 + cos(27) — sin(27)] — 3 e?[—~2 4+ cos(0) — sin(0)]
1, 1
= e T[-241] - Z[-2+1
A= e 2 41] - 2[-2+41
1 1
A= 573 e 2™ unités d’aire
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Exercice 2. Probabilités S points

Commun 2 tous les candidats

Partie A

1. Le taux de cette substance Gamma dans la population des personnes qui ne sont pas atteintes par la maladie est
modélisé par une variable aléatoire T" qui suit la loi normale d’espérance ;1 = 40 et d’écart-type o = 8. On choisit au
hasard une personne parmi celles qui ne sont pas atteintes par la maladie étudiée. Calculer la probabilité que le taux
dans le sang de la substance Gamma soit supérieur a 60 ng.mL 1.

La probabilité que le taux dans le sang de la substance Gamma soit supérieur 2 60 ng.mL~! est P(T" > 60).

A la calculatrice, on trouve :

‘P(T > 60) ~ 0,006‘

2. Des études ont mis en évidence que le taux moyen de la substance Gamma chez les personnes atteintes par la maladie
étudiée est de 50 ng.mL ! et que 10 % d’entre elles ont un taux de substance Gamma inférieur a 43 ng.mL~. On
appelle T" la variable aléatoire qui modélise le taux de la substance Gamma en ng.mL~! chez une personne atteinte par
la maladie étudiée. On admet que 7" suit la loi normale d’espérance ' et d’écart-type o’. Préciser la valeur de ' et
déterminer la valeur de o”’.

e D’apres le texte, « le taux moyen de la substance Gamma chez les personnes atteintes par la maladie étudiée est de 50
ng.mL~1 » donc p’ = 50.

e Il faut chercher o’.
D’apres le texte, « 10 % d’entre elles ont un taux de substance Gamma inférieur & 43 ng.mL™! » donc :

P(T' < 43) =0,1

Propriété 1
Soit 1 un réel et o un réel strictement positif.

La variable aléatoire X suit la loi normale .4 (u ; 02) si et seulement si, la variable aléatoire Y = —— 2 suit la

loi normale centrée réduite .4 (0 ; 1).

/

Donc ici, puisque 7" suit la loi normale .4/ (50 ; (u’)Q) , la variable aléatoire Y = suit la loi normale centrée

W
réduite .4 (0 ; 1).
or: T — 50 7
T'<43 <= T'-50< -7 &= —— < —
o o
donc

Tlf _ —
P(T’§43)0,1<:>P< 50§—,7>0,1<:>P<Y<—7)0,1

o’ o — o
Sachant que la variable aléatoire Y suit la loi normale centrée réduite.

Ala calculatrice, pour :
PY<a)=0,1= a~ —1,2816

On a donc par identification :

P yg__7 =0,1 -7 ,
o — —1,2816= — = 0’ ~ 5,46
P(Y<a)=0,1= a~—1,2816 7

La variable aléatoire T suit donc la loi normale de moyenne y/ = 50 et d’écart type o’ ~ 5, 46.
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Partie B

On considere que le dépistage est positif si le taux de la substance Gamma est supérieur ou égal & 45 ng.mL™'. Une personne
étant choisie au hasard dans la population.

e Onnote : M I’évenement « le patient est atteint par la maladie » ; D «le patient a un dépistage positif ».
e  On admet que : 82 % des personnes atteintes par la maladie étudiée ont un dépistage positif; ]73 % des personnes non
atteintes par cette maladie ont un dépistage négatif.

On sait de plus que 10 % de la population étudiée est atteinte par cette maladie.

M\
IT—0,89 _ D

=0,18

,073;0’2 D

1. Démontrer que la probabilité qu’un patient ait un dépistage positif est de 0, 325.
On cherche P(D); d’apres la formule des probabilités totales :

P(D) = P(M N D)+ P(Mn D)
= P(M) x Py(D) + P(M) x Pg(D)
=0,1x0,82+0,9x0,27 = 0,082+ 0, 243

P(D) = 0,325

2. Calculer P5(M). Interpréter ce résultat.

Or:
e P(DNM)=P(M)x Py(D)=0,1x0,18=0,018

e P(D)=1-P(D)=1-0,325=0,675

Donc

0,018
Pp(M) = 7675

~ 0,027

La probabilité que le patient soit malade sachant que son test de dépistage est négatif est d’environ 0, 027.

3. Un patient a un dépistage positif. Le médecin le rassure en lui indiquant qu’il n’a qu’une chance sur quatre d’avoir
contracté la maladie. Qu’en pensez- vous ?
11 faut donc déterminer Pp (M).

P(DNM) 0,082

- ~ 0,252
P(D) 0,325

Pp(M) =

Une chance sur 4 correspond & 25 % soit 0,25 donc le malade a un peu plus d’une chance sur 4 d’avoir contracté la maladie.
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Partie C

Lors du dépistage précédent, la prise de sang est effectuée chez des sujets a jeun. Les données montrent que 82 % des pa-
tients malades ont un dépistage positif. Pour améliorer le confort des personnes susceptibles de subir cet examen sanguin,
on souhaite vérifier si le fait d’étre a jeun est une condition indispensable dans le protocole. On considére un groupe de
300 personnes malades sur lesquelles la prise de sang n’est pas effectuée a jeun. Le dépistage se révele positif pour 74 %
d’entre elles. Ce dépistage peut-il étre effectué sur des personnes qui ne sont pas a jeun ?

e 1. Analyse des données :

— «Sur un échantillon de n = 300 personnes malades sur lesquelles la prise de sang n’est pas effectuée a jeun. Le
dépistage se révele positif pour f = 74% d’entre elles ».
— «Les données montrent que p = 82% des patients malades ont un dépistage positif ».

e 2. Intervalle de fluctuation :

[Théoréme 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)}

v n>30
Si les conditions suivantes sont remplies: ¢ v np > 5

v n(l-p)=5
Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence F,, d’un caractére dans
un échantillon de taille n est si p désigne la proportion de ce caractere dans la population :

I, _1,96 Y- P _p +196v

On a pour le cas étudié, n = 300, p = 82 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=300>30
v np=300x 0,82 =246 > 5
v n(l—p)=300x0,18=54>5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% est alors :
\/ \/ \/082 0,18 0,82 x 0,18
L= |p—1,06 X2 P 196 VP PN 82— 1,06 Y002 X 0 089 1,06 Yoo
/300
Soit puisque les borne sont :

1—
p(Tp) ~ 0,77653 . On arrondit la borne inférieure par défaut & 10~2 pres soit 0,776.
n 00

p(1—p)
\/ﬁ

s p—1,96

m p+1,9 ~ 0,86347 . On arrondit la borne supérieure par exces a 103 pres soit 0,864.

Is00 =~ [0,776 5 0,864]

e Conclusion

La fréquence observée n’appartient pas a I'intervalle, f = 74% = 0,74 ¢ I. Ainsi ce dépistage ne peut pas, au risque de
5%, étre effectué sur des personnes qui ne sont pas a jeun.
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Exercice 3. Espace 3 points

H K a
ABCDEFGH estun cube. E : r
I est le milieu de [AB], J est le milieu de [HD] et K est le Je
milieu de [HG]. :
On se place dans le repere (A i AB, AD , AE ) :

:D

JR S C

A I B

On détermine les coordonnées tous les points de la figure dans le repere orthonormé (car ¢’est un cube) (A i AB, AD , AE ) :

1
A(0;0;0) | E(0;0;1) Iestlemilieude[AB]doncI(E;0;0)
1
B(1;0;0) | F(1;0;1) | Jestlemilieude [HD] donc J 0;1;§>
1
C(1;1;0) | G(1;1;1) Kestlemilieude[HG]doncK<§;1;1>

D(0;1;0) | H(0;1;1)

—
1. Démontrer que le vecteur CE est un vecteur normal au plan (IJK).

—_— —— —
Dans le repere orthonormé (A i AB, AD , AE ) ona:

C(1;1;0)

E0;0;1) -1 -0,5 0
— — —

1(0,5;0;0) |=CE |-1]|;1J -1 et IK |1

J(0; 1;0,5) 1 0,5

K(0,5;1;1)

_>
Un vecteur n est normal a un plan si, et seulement si, il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

Les vecteurs IJ et IK ne sont pas colinéaires et engendrent donc le plan (IJK).

Ona:
-1 —-0,5
— —
CE | -1\ .1J -1 =0,—-14+0,5=0
e S
1 0,5 CE 1L1J =0
<~ — —
1 0 CE 1LIK =0
— —
CE | -1| .IK |1]|=0-14+1=0
1 1

— ) —
Donc d’apres le théoreme 2, le vecteur C' E est normal au plan (IJK) car il est orthogonal & deux vecteurs I.J et /K non
colinéaires de ce plan.
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C(1;1;0) 1 .
E0:0:;1 e
(”):»CE —1] e¢e BD | 1
B(1;0;0)
1 0
D(0;1;0)
Donc :
-1 -1
— — —_— —
CE | -1| .BD 1 =1-140=0«—=CFE L BD
1 0

— —
Le vecteur BD est orthogonal 8 CE qui est un vecteur normal au plan (/JK) donc la droite (BD) est paralléle au plan

(IJK).

3. Soit M un point de la droite (CE). Quelle est la position du point M sur la droite (CE) pour laquelle le plan (BDM) est
paralléle au plan (IJK) ?

— —
e Le point M appartient a la droite (CE) donc les vecteurs CM et C'E sont colinéaires. Cela se traduit par le fait qu’il
existe unréel k telque CM = kCE soit:

Ty — o = kX(—l) Ty = 1—-k&
CM =kCFE <— Ym — Yo = k)((—l) <— YM = 11—k
zm—zc = kx1 =k

e Le plan (BDM) et le plan (IJK) sont paralleles, s’ils ont des vecteurs normaux colinéaires. Ainsi, pour que le plan

—
(BDM) soit parallele au plan (I JK) il faut et il suffit que le vecteur CE qui d’apres la question 1. est normal au plan
(IJK) soit également normal au plan (BDM).

Or le vecteur C'E est déja orthogonal au vecteur BD (on I’a démontré dans la question 2.), il suffit qu’il soit orthogonal

a un deuxieéme vecteur directeur du plan (BD M) non colinéaire & BD , soit BM .

— — ——
e On a donc dans le repére orthonormé (A i AB, AD | AE ) :

C(15150) , .
E 1 — —
(0505 1) —CE | -1]| e¢t BM |1—k
B(1;0;0) ] ©
MQA-k;1—-k; k)
Donc :
-1 —k
— —
CE |-1| .BM |1—-k|=k—-1+k+k=3k—-1
1 k
Soit :
-1 —k
—  — — — 1
CE 1 BM <—CFE | -1| .BM |1-k]| =0«=3k—-1=0+— k:§
1 k

Donc M a pour coordonnées
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Exercice 4. Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité S points

Pour tout entier naturel n de N*, on appelle S(n) le nombre égal a la somme des diviseurs positifs de 7.

1. Vérifier que S(6) = 12 et calculer S(7).

e Le nombre 6 a pour diviseurs positifs 1, 2, 3 et 6 donc :

[S(6)=1+2+3+6=12

e Lenombre 7 n’a que 2 diviseurs, 1 et 7 donc :

[S(7) =1+7=38]

2. 2.a. Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, S(n) > 1 + n.
Tout nombre entier n supérieur ou égal a 2 a au moins 2 diviseurs, 1 et lui-méme, donc :

S(n)>1+n

2.b. Quels sont les entiers naturels n tels que S(n) =1+ n?
Les entiers naturels n tels que S(n) = 1 + n sont les entiers qui ont exactement 2 diviseurs, 1 et n, ce sont donc tous les
nombres premiers.

3. On suppose dans cette question que n s’écrit p X g ou p et g sont des nombres premiers distincts.

3.a. Démontrer que S(n) = (1 + p)(1 + q).
Sin = p X qou p et g sont deux nombres premiers distincts, alors les seuls diviseurs de n sont: 1, p, g et p X q. Donc :

Sn)=14+p+q+pg=(1+p)+q(l+p)

Soit

[S(n)=(1+p)(1+09)]

3.b. On considere la proposition suivante :
« Pour tous entiers naturels n et m non nuls distincts, S(n X m) = S(n) x S(m).»

Cette proposition est-elle vraie ou fausse ? Justifier.
On va prouver que la proposition est fausse a 1’aide d’un contre-exemple.

e L’ensemble des diviseursde 4 est {1; 2; 4} donc S(4) =1+2+4="7.
e Onadéjavuque S(6) = 12 lors de la question 1.
e Or4 x 6 =24etlesdiviseurs de 24 sont 1, 2, 3,4, 6, 8, 12 et 24, donc

S(24)=1+2+34+4+6+8+12+24=060

e Onadonc:

{ S(4) x S(6) =7 x 12 = 84

S(4 x 6) = 60 $‘5(4)X5(6)#S(4x6)‘

La proposition est donc fausse.

4. On suppose dans cette question que ’entier n s’écrit p¥, o1 p est un nombre premier et & un nombre entier naturel
non nul.

4. a. Quels sont les diviseurs de n. ?
Les diviseurs de n = p* sont les (k + 1) entiers : 1, p, p°,..., p*.

1— pk—l—l
4.b. En déduire que S(n) = 1
-p
La suite (1, p, p?, ..., p¥, ...) est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison p.
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Lasomme S(n) =1+ p+ p? 4+ p> + - - + p* est la somme des (k + 1) premiers termes de la suite géométrique de raison p
et de premier terme 1 doncon a :

1— pnombre de terme de la somme
S(n) = (1er terme de la somme) X 1
-p
1 — pktl
S(n)=1x —2—
l-p

5. Onsuppose que n s’écrit p'3 X ¢, ol p et g sont des nombres premiers distincts.

5.a. Soit m un entier naturel. Démontrer que m divise n si, et seulement si, il existe deux nombres entiers s et ¢ avec
0<s<13et0 <t < Ttelsquem = p* X qt.

e On suppose que I’entier naturel m s’écrit p* x ¢ avec 0 < s < 13et0 < ¢ < 7.On a alors :

n=p"xq < n=(p xp*) (¢ x g
— = (ps % qt) (p13fs % q77t)
———

m
=n=m (plg*S X q77t)
| —
KeN
Le nombre K = (p'37% x ¢"") est bien un entier car 0 < s < 13et0 <t < 7.
De ce fait I’entier n s’écrit sous la forme du produit d’un entier par m , n = K X m et donc m est un diviseur de n.
e Réciproquement.

[Théoréme 3 (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855)]

Soit a, b, ¢ des entiers.

, alors a divise c.

Si a divise le produit be
i
a et b sont premiers entre eux

Remarque : Le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss énonce et prouve ce théoréme
(sous forme de lemme en fait) en 1801 dans son ouvrage « Disquisitiones arithmeticae ».

— Soit m est un diviseur de n. On décompose m en produit de facteurs premiers.

Si r est un facteur premier de la décomposition de m, alors r divise p'3¢” donc, d’apres le théoreme 3 dit de
Gauss, r divise p'3 ou r divise ¢, donc r = pour = gq.
Donc m s’écrit :

m=p°xq';scNettecN

— Comme m est un diviseur de n, on peut écrire n = m X k ol k est un autre diviseur de n qui peut donc s’écrire
’ ’
E=p% xq".Or:

n 7p13xq7

n =mxk ;L
. y — p13q7:psqt Xps qt

k =p° Xq ~—
s ¢ m k

m =p°Xq

Et
13 7 5t 't 13 7 Lottt
pPa" =p°q" xp*q" = pPe =p"T ¢
D’apres 'unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers, on peut dire que s + s’ = 13 et que
t 4+t = 7etcomme s, s', t et t’ sont des entiers naturels, on peut en déduire que s < 13 et que t < 7.

Donc tout diviseur m de n s’ écrit

m=p°xqg;0<s<13et0<t<T
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1— 14 1— 8
5.b. Démontrer que S(n) = LA 7,
1-p 1-gq
On vient de montrer lors de la question Sa. que tous les diviseurs de n étaient de la forme :
m=p*xq¢g;:0<s<13et0<t<T

De ce fait, il y a 14 x 8 = 112 diviseurs de ’entier n = p'3¢”.
La somme des 112 diviseurs de n s’écrit alors sous la forme :

S(n) = > v

0<s<13; 0<t<7
Stn)=1+p+p°+...+0%) + (¢ +pg+p°q+...+0%¢) +...+ (" +pd" +p°¢" + ... +p"3¢")
=(14+p+p?+. )+ (A +p+p?+ ) g+ (L kp P+ )

=(1+p+p*+... +p®) 1 +qg+P+...+4")
13 7
Stn)=>_p" x> ¢
s=0 t=0

Or p® et ¢' sont les termes généraux de suites géométriques de raisons respectives p et g et de premier terme 1 soit :

Smy:s@wf)zl_pmx
I-p 1-p

- Fin du devoir -
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