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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour faci-
liter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de l’examen, le temps est précieux! Il est
par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et
d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Fonctions 5 points

Commun à tous/toutes les candidat/e/s
Un protocole de traitement d’une maladie, chez l’enfant, comporte une perfusion longue durée d’un médicament adapté. La
concentration dans le sang du médicament au cours du temps est modélisée par la fonction C définie sur l’intervalle [0; +∞[ par :

C (t) =
d

a
×

(

1− e−
a

80 t
)

. En médecine, on appelle « plateau » la limite en +∞ de la fonction C.

Partie A : étude d’un cas particulier

La clairance a d’un certain patient vaut 7, et on choisit un débit d égal à 84. Dans cette partie, la fonction C est donc définie sur

[0; +∞[ par C (t)= 12×
(

1− e−
7

80 t
)

.

1. Étudier le sens de variation de la fonction C sur [0 ; +∞[ .

C :

{

[0; +∞[ −→ R

t 7−→ C (t)= 12×
(

1− e−
7

80 t
)

= 12−12× e−
7

80 t

• Dérivation.
La fonction C est définie et dérivable sur [0; +∞[ . La fonction C est de la forme k1+k2 e u donc de dérivée k2×u′

×e u

et de ce fait pour tout rél x de [0; +∞[ on a :

C ′(x) = 12×

(

−
7

80

)

×

(

−e−
7

80 t
)

=
21

20
× e−

7
80 t

• Étude du signe de la dérivée.
La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc la fonction C ′ est strictement positive sur [0; +∞[ . La
fonction C est donc croissante sur [0; +∞[ .

2. Pour être efficace, le plateau doit être égal à 15. Le traitement de ce patient est-il efficace ?
En médecine, on appelle « plateau » la limite en +∞ de la fonction C .











lim
t→+∞

−
7

80
t =−∞

lim
X→−∞

e X
= 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒
Par composition

lim
t→+∞

e−
7

80 t
= 0

Et de ce fait
lim

t→+∞
12−12× e−

7
80 t

= 12 =⇒ lim
t→+∞

C (t)= 12

Donc le « plateau » est de 12 qui n’est pas égal à 15. Le traitement n’est pas efficace.
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Partie B : étude de fonctions

1. Soit f la fonction définie sur ]0 ; +∞[ par : f (x) =
105

x

(

1−e−
3

40 x
)

. Démontrer que, pour tout réel x de ]0 ; +∞[,

f ′(x) =
105g (x)

x2 , ou g est la fonction définie sur [0 ; +∞[ par : g (x) =−
3x

40
e−

3
40 x

+e−
3

40 x
−1.

f :







]0; +∞[ −→ R

x 7−→ f (x) =
105

x
×

(

1−e−
3

40 x
)

La fonction f est dérivable sur ]0; +∞[.
La fonction f est de la forme uv donc de dérivée u′v +uv ′ avec :

∀x ∈ ]0; +∞[ ; f (x) = u(x)× v(x) :











u(x) =
105

x
; u′(x) =

−105

x2

v(x) =
(

1−e−
3

40 x
)

; v ′(x) = 3
40 ×e−

3
40 x

On a donc :

∀x ∈ ]0; +∞[ , f ′(x) = u′(x)× v(x)+u(x)× v ′(x)

f ′(x) =
−105

x2
×

(

1−e−
3

40 x
)

+
105

x
×

3

40
×e−

3
40 x

f ′(x) =
105

x2
×

(

−1+e−
3

40 x
+

3x

40
e−

3
40 x

)

Soit

∀x ∈ ]0; +∞[ ; f ′(x) =
105g (x)

x2

2. On donne le tableau de variation de la fonction g :

x

Variations de g

0 +∞

00

−1−1

En déduire le sens de variation de la fonction f . On ne demande pas les limites de la fonction f .
La fonction f ′ s’exprime comme un quotient dont le dénominateur est strictement positif sur ]0; +∞[ . De ce fait, f ′ est du
signe du numérateur 105g et donc du signe de g .
Le tableau de variation donné implique que g est négatif sur ]0; +∞[ et nul en 0, ce qui nous donne les variation de f , qui
est strictement décroissante sur ]0; +∞[ .

x

Signe de f ′(x)

Variations de f

0 +∞

−
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3. Montrer que l’équation f (x) = 5,9 admet une unique solution sur l’intervalle [1 ; 80]. En déduire que cette équation
admet une unique solution sur l’intervalle ]0 ; +∞[. Donner une valeur approchée de cette solution au dixième près.

x

Variations de f

0 +∞1

≈ 7.6

α

5.9

80

≈ 1.3

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b],
alors, pour tout réel k compris entre f (a) et f (b), l’équation f (x) = k admet une unique
solution dans [a ; b].

Remarque : Le première démonstration rigoureuse de ce théorème est due au mathémati-
cien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

Théorème 1 (Corollaire du théorème des valeurs intermédiaires)

• Application du corollaire sur [1 ; 80] :

– La fonction f est continue et strictement décroissante sur l’intervalle [1; 80] ;

– Le réel k = 5.9 est compris entre f (1) ≈ 7.6 et f (80) ≈ 1.3

– Donc, d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires,
l’équation f (x) = 5.9 admet une solution unique α sur l’intervalle [1; 80].

• Valeur approchée .
Pour avoir un encadrement de α, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

– Avec un pas de ∆= 0.1 on obtient :
{

f (8,1) ≈ 5,9019 > 5,9

f (8,2) ≈ 5,8820 < 5,9

∣

∣

∣

∣

∣

, donc 8,1 <α< 8,2.

Une valeur approchée de α à 0.1 près est donc α≈ 8,1.

Partie C : détermination d’un traitement adéquat

Le but de cette partie est de déterminer, pour un patient donné, la valeur du débit de la perfusion qui permette au traitement
d’être efficace, c’est-à-dire au plateau d’être égal à 15. Au préalable, il faut pouvoir déterminer la clairance a de ce patient. À
cette fin, on règle provisoirement le débit d à 105, avant de calculer le débit qui rende le traitement efficace. On rappelle que la

fonction C est définie sur l’ intervalle [0 ; +∞[ par : C (t) =
d

a

(

1−e−
a

80 t
)

.

1. On cherche à déterminer la clairance a d’un patient. Le débit est provisoirement réglé à d = 105.

1. a. Exprimer en fonction de a la concentration du médicament 6 heures après le début de la perfusion.

C :







]0; +∞[ −→ R

t 7−→ C (t)=
105

a

(

1−e−
a

80 t
) et f :







]0; +∞[ −→ R

x 7−→ f (x) =
105

x

(

1−e−
3

40 x
)

Donc

C (6) =
105

a

(

1− e−
3a
40

)

= f (a)

1. b. Au bout de 6 heures, des analyses permettent de connaître la concentration du médicament dans le sang ; elle est
égale à 5,9 micromole par litre. Déterminer une valeur approchée, au dixième de litre par heure, de la clairance de ce
patient.
D’après la question (B.3.) on en déduit que a ≈ 8,1 l.m−1 .
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2. Déterminer la valeur du débit d de la perfusion garantissant l’efficacité du traitement.
On vient de déterminer la clarance a de ce patient qui est voisine de 8,1 donc :

C :







]0; +∞[ −→ R

t 7−→ C (t) =
d

8,1

(

1−e−
8,1
80 t

)

Pour être efficace, le plateau, limite en +∞ de la fonction C , doit être égal à 15.











lim
t→+∞

−
8,1

80
t =−∞

lim
X→−∞

e X
= 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒
Par composition

lim
t→+∞

e−
8,1
80 t

= 0

Et de ce fait

lim
t→+∞

d

8,1

(

1−e−
8,1
80 t

)

=⇒ lim
t→+∞

C (t)=
d

8,1

Donc le « plateau » est de
d

8,1
qui est égal à 15 pour :

d

8,1
= 15 ⇐⇒ d = 15×8,1 = 121,5

La valeur du débit d de la perfusion garantissant l’efficacité du traitement est donc de 121,5 micromole par heure.

[ La suite de la correction est en cours de réalisation \
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