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Dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites
pour faciliter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de I’examen,
le temps est précieux! Il est par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou
encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com :
présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Probabilités 5 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

1. La durée de fonctionnement sans panne, en mois, est modélisée par une v.a; X qui suit une loi exponentielle de parametre
. L’espérance de X est de 10 mois.

1. a. Justifier que A = 0, 1.

Propriété 1

Soit A un réel strictement positif.
Si T suit la loi exponentielle de parametre A alors pour toutréel a etbtelsque 0 < a < b:

v
)
N

T<b)=e - e

et donc

D’apres la propriété :

E(X):%:lo — [2=01]

1. b. Calculer la probabilité que le distributeur n’ait connu aucune panne pendant les six premier mois.
On cherche P(X > 6) soit :

P(X>6)=e % =¢e7%0~0,55

1. c. Sachant que le distributeur n’a pas connu de panne pendant les six premiers mois, quelle est la probabilité
qu’il n’en connaisse aucune jusqu’a la fin de la premiére année ?

[Propriété 2 (Durée de vie sans vieillissement)]

Si X est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle, alors pour tous réels positifs ¢ et h :
Pxsi(X >2t+h)=P(X > h)

Cette propriété traduit le fait que la loi exponentielle est « sans mémoire ».
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D’apres la propriété 2 dite de « Durée de vie sans vieillissement » on a :
Px>6(X >12) = Px56(X >6+6) = P(X >6) =~ 0,55
1.d. Déterminer t tel que P(X > t) = 0, 05, arrondi a ’entier.
P(X >t)=0,05 « e *=0,05
— e O =005
<= —0,1¢t=1In0,05

1110,05%29,96

< t=—
0,1 =22

La valeur de ¢ tel que P(X > t) = 0,05, arrondi a ’entier est donc ¢ ~ 30 soit environ 2 ans et 6 mois.

2. Lavariable M qui représente la masse en grammes d’une glace suit une loi normale de parametres i = 60 et 0 = 2, 5.

2.a. Calculer le probabilité que la masse d’une glace soit comprise entre 55 g et 65 g.

u =60

La variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance p = 60 et d’écart-
type o = 2.5. La calculatrice nous donne a 10~2 prés :

X ~N(60; 2.5%) = P (55 < X < 65) ~ 0,95

P(55 < X <65)~0.95

Calculatrices
m Sur la TI Voyage 200 : TIStat.normFDR(55 , 65, 60, 2.5) ~ 0,954 5
m Sur TI82/83+ : normalcdf(55 , 65, 60, 2.5) ou (fr.) normalfrép(55 , 65, 60, 2.5)
m Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/NORM/Ncd = NormCD(55 , 65, 2.5, 60 )

2.b. Déterminer la plus grande valeur de m(arrondie au gramme pres) tel que P(M > m) > 0, 99.
La calculatrice donne avec la loi normale inverse :

P(M >m)=0,99 < P(M <m)=0,01 <> m~ 54,18

La plus grande valeur de m(arrondie au gramme pres) tel que P(M > m) > 0,99 est donc m = 54.
On peut vérifier que :

P(M > 54) ~ 0,9918
P(M >55) ~ 0,977 < 0,99

3. Le commercant fait ’hypothése qu’il y aura deux acheteurs de glace vanille pour un de glace fraise. Le premier jour
il constate que sur 120 consommateurs, 65 ont choisi la fraise. Peut-il mettre en doute son hypothese ?

e D’apres les données les condition d’application de I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95 % sont vérifiées

carona:
" — 190 n =120 > 30
_2 == (np=80=5
P=3 np(l—p) =40>5

e Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la proportion de consommateurs choisissant la glace a
la vanille est alors :

2 1 2 1
Ii50 = 2 1,96 x §><§'2+196>< gxg ~ [0,58;0, 76]
120 — 3 ) 120 ) 3 ) 120 ~ [V s Yy
. . . 65 . ,
e Conclusion : La fréquence observée est f = 120 ~ 0,54 ¢ I190. Au risque d’erreur de 5% cela remet en cause

I’hypothese faite par le commercant.
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Exercice 2. Fonctions 5 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

(H) : f(1) =0 (H) = f/(1)=0,25 (Ha) : lim f(z) = —o0

Partie A

1. La fonction f peut-elle étre une fonction polynome du second degré ?
Supposons que f s’exprime sur |0 ; 1] sous la forme f(z) = az? + bx + c avec a, b, ¢ des réels et a non nul.

Alors de fagon évidente :
li =
Jim, S =c
Ceci est contradictoire avec la 3¢ condition imposée a f.
2. Soit g définie sur )0 ; 1] par g(z) = k Inx.

2.a. Déterminer le réel k pour que g respecte les trois conditions.

e La fonction g est définie et dérivable sur |0 ; 1] car la fonction In I’est sur cet intervalle.

k
e Condition (Hs). Pour toutréel x de J0; 1Jona: ¢’'(x) = — donc:
x

k
g (1)=0,25 < 1:0,25 «— k=0,25

Donc

‘g(:r) = 0,25lnx‘

e Condition (f;) :
g(1)=10,25In1=0

e Condition(H3).

lim Inz=-00= lim g(z)=-c
z—0t x—0t

2.b. La courbe de g coincide-t-elle avec ¢ ?
Par lecture graphique I’image de 0,5 est environ —0, 75 or g(0.5) ~ —0, 17 donc la courbe de g ne coincide pas avec
¢

a
3. Soit h définie sur ]0 ; 1] par h(z) = — + bx. Déterminer les réels a et b pour que h respecte les trois conditions.
x

e Condition 1.
h(l)=a+b=0<=a=-b

e Condition 2.
La fonction h est dérivable sur |0 ; 1] et pour x de |0 ; 1]:

De ce fait
h'(1) =0,25 < —4a+b=0,25

e On va donc résoudre un systéme 2 x 2.

a=—b a=—b
<~
—4a+b=0,25 4b+b=0,25

a=—-b
<~
{51) 0,25
a=—0,05
<~
{b0,05
0,05

h(z) = _x4 +0,05
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e Condition 3 :

) —0,05
) 1 ) —0,05 lim T =~ -
lim — =+4o0o= lim = —oo donc ( =20t T = | lim h(z) = -0
z—0+ x4 z—07t x4 lim 0,052=0 =0+
z—0t
Partie B
7 definie sur]0 ; 1] par f(r) = o (v~ -
r0; r = — - — -
éfinie sur |0 ; 1] par f(x 50 \ ¥~ 7
1. Justifier que f(x) = —5 admet une unique solution « sur |0 ; 1] et déterminer une valeur approchée au centi¢me.
Pour toutréel x de ]0; 1Jona:
1 4
!
=—(1+=
ra) =55 (14 25)
Donc f’ est strictement positive et f croissante sur |0 ; 1].
Par ailleurs : 1
lim — =400 = lim f(z)=—00

z—0+ x4 z—0+

[Théoréme 1 (Corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b],

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = k admet une unique
solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiere démonstration rigoureuse de ce théoreme est due au mathématicien
autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

e Application du corollaire sur 0 ; 1] :

— Lafonction f est continue et strictement croissante sur I’intervalle |0 ; 1];
— Leréel k = —5 est compris entre lim+ f(z) =—oc0et f(1)=0
z—0
— Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I’équation f(z) = —5 admet une solution unique « sur I'intervalle |0 ; 1].

e Valeur approchée .
Pour avoir un encadrement de «, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.

— Avec un pas de A = 0.01 on obtient :
£(0,31) = —5,399 < —5
£(0,32) =~ —4,752> -5

Une valeur approchée de o a 0.01 pres est donc o =~ 0, 31.

, donc 0,31 <a<0,32.

1
2. Onadmet que V = / ma? f'(z) dx.

(e

1
2.a. Déterminer la dérivée de u définie sur |0 ; 1] par u(z) = on?

Pour tout réel z de ]0; 1] :

2.b. Déterminer V puis une valeur approchée.
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-2 1 o 1 1
X—=—— donc une primitive de  — —3 eStr — —5—5
T T 2x

3
1
T 9 4
V%a<x +E)dx
3 1
20 | 3 222 |
(1 o 2
— (9o _ =
20 \ 3 3 o?

T 5 o 2
“%(‘5‘?*@)

Tout dépend de I’approximation de « choisi, au dixieme pour V' on obtient :

Oronavuque v (x) =

N~

Varo32 ~2,8cm® | et | Vano 31 ~ 3 cm®

Exercice 3. Suites et intégrale 5 points
Commun a tous/toutes les candidat/e/s
L . g 2 1 . Bogn
On considere la suite (I,,) définie par Iy = 1 dx et pour n entier non nul par I,, = 1 dx.
1. Montrer que Iy = In 2.
1
Une primitive de la fonction continue z — 1 sur [0 ; 5} estz — —1In(1 — z) donc :
— X
1
Iy = d
0 /0 1—x o
1
= —In(1—-x) ]02
1
=—In (—) +1In(1)
2
=—(—1n2)
IQ = 111(2)
2.
2.a. Calculer Iy — I,.
Par linéarité de I’intégrale :
3 }
10711:/ dxf/ Y dx
0o 1—= 0o 1—=
21—
IQ — Il = / l' dx
0 1 — T
%
IQ — Il = 1dx
0
h-n=[ )}
Donc
Iy—1L ==
2.b. En déduire I;.
Iy—6L == 1
o — | =In2-
Iy =1In?2 2
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3.a. Montrer que pour tout entiernona: I, — I, =

Pour tout entier non a :

:CnJrl 1/2
In*InJrl:
n+1],
<1>n+1
2
Iy — Iy = 24—
+ n+1

3.b. Proposer un algorithme permettant de déterminer, pour 7 donnée, la valeur de I,,.
L’idée ici est de comprendre que pour tout entier n on a, d’apres ce qui précede :

(1)n+1 (1)n+1
]nf]nJrl:Qi I ,27

:>In+1 = 1in

n+1 n+1
De ce fait :
Pseudo Code
ﬁ Code Python f! _ )
" hi « Fonction suite(N)
rom plat 1mport I=1n2
def suite(N) : k=0
iss_erlt N2>: L Tant que £ < N Faire
= log(2) k< k+1
k=0 0. 5%
while £ < N : T« - 2"
k=k+1 .
I=1-((0,5)*xk)/k Fin Tant que
return [ Envoyer I
. . . 1 x” 1
4. Soit n un entier naturel non nul . On admet que si x est dans {0 ; 5] alors : 0 < 1 < 1
— X n—
1
4. a. Montrer que pour tout 2 un entier naturel non nul, 0 < I,, < on"

Rappel :
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(Théoreme 2)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 7, a et b deux réels appartenant a [ tels que a < b.

e Sia < betque pour x compris entre a et bon a f(z) < g(z) alors :

b b
f<gsuria; b z/ f(z)dx < / g(x)dz
e Attention : Si a > b et que pour x compris entre b et a on a f(z) < g(x) alors :

b b
f<g= [ fapo> [ glap

1
On admet que si x est dans {0 ; 5] alors 0 <

s . . 1 1 Lo
On integre des fonctions continues entre a = O et b = 5 avec 0< 3 donc par théoréme :

1 1 1
" 1 2 2 " 2 1
0§1_x§2n_1:>/0 Odzg/o 1_$dz§/0 2n_1dx

Soit )
2 " 1 1
0< / z dr < = x
o 1—2 2 ol
d’ou
0< I, < L
AN n 2n
4.b. En déduire la limite de la suite (I,).
1 ) 1 ) 1\"
1<§<1:n¥&§zngk(ﬁ =0
or d’apres la question précédente :
1
271
Donc par théoréme d’encadrement :
lim I,=0
n—-+oo
(3", ) ()"
5. On pose pour n un entier naturel non nul : S,, = 3 + ~5 + 5 4 2
n

5.a. Montrer que pour tout n un entier naturel non nul, S,, = Iy — I,,. Notons pour tout entier naturel n > 1 le

postulat
(P,) : Sp=1y—1I,

o Initialisation
Pour n = 1, le postulat (P;) est vrai puisque :

1
10*11151»91

o Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P,,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.

She1 =S,
+1 + 1

7/14
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On applique alors I’hypothese de récurrence qui implique que : (P,,) soit vérifié et donc que S,, = Iy — I,.

Sni1 = Sn+ n+1
<l>n+1
=l bt =
(l)nJrl
=t |- S

Sn—i—l =1Iy— In-i—l

On a alors montré que Sy, +1 = Ip — I,+1 et donc que (P, +1) est vrai.

o Conclusion
On a montré que (P ) est vrai. De plus, si I’on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il I’est aussi au rang suivant,
(Py41) est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n > 1.

Sp =1 —1I,

5.b. Déterminer la limite de la suite (.S,,).

On amontré que lim I, = 0 donc d’apres ce qui précede :
n—-+o0o

lim S,=1Iy=1In2

n—-+o0o
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Exercice 4. Obligatoire : Espace S points

Pour les candidats n’ayant pas suivi la spécialité

1. Démontrer que le plan (EBD) a pour équation cartésienne 3x + 2y + 6z — 36 = 0.
On vérifie que les coordonnées des trois points vérifient I’équation :
e PourB(12;0 ;0):3x1242x04+6x0=36;
e PourD(0;18 ;0):3x04+2x18+6 x0=236;
e PourE(0;0 ;6):3x0+4+2x0+4+6x6=36.

Donc:‘(EBD) : 3x+2y+62736:0‘.

2.
2.a. Déterminer une représentation paramétrique de (AG). Puisque B(12; 0; 0) ,_D)(O ; 18;0); E(0; 0; 6) alors
g.  Ladroite (AG) passant par le point A (0; 0; 0) et de vecteur directeur AG (12; 18; 6) est I’ensemble des

points M de I’espace tels que le vecteur AM soit colinéaire 8 AG . On a alors :

z—0 (2
(AG) =S M(z;y;2); AM |y—0]|=tAG [18] , teR
z2—0 6

Une représentation paramétrique de la droite (AG) est donc :

=12t
(AG) : y=18 , teR
z =6t

2.b. En déduire que (AG) coupe (EBD) en K(4; 6 ;2).

3xr+2y+62—36=0
=12t
M(z,y,2) € (AG) N (EBD) «<—

y =18t
z =6t
3x12t+2x 18t +6 x6t—36=0
r =12t

<
y =18t
z = 6t
f 1

3

= (=4
y=6
z=2

Donc (AG) coupe (EBD) en K(4; 6 ;2)
3. (AG) est-elle orthogonale au plan (EBD)?
12 3
%
AG |18 et n
6 6

Les deux vecteurs ne sont donc pas colinéaires et la droite (AG) n’est pas orthogonale au plan (EBD).
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4.a. Soit M le milieu du segment [ED]. Démontrer que les points B, K et M sont alignés.
Soit M le milieu du segment [ED].

EW0;0;6
(0505 6) = M(0;9;3)
D(0; 18; 0)
Et donc
B(12; 0; 0) —12 8
— —
M(@©;9;3) =BM 9 et BK | 6
K(4;6;2) 3 2

les deux vecteurs sont colinéaires car BM = 1,5BK donc les points B, K et M sont alignés.

4.b. Construire alors le point K sur la figure donnée en annexe 2 a rendre avec la copie.
5. On note P le plan parallele au plan (ADE) passant par le point K.

5.a. Démontrer que le plan P coupe le plan (EBD) selon une paralléle a la droite (ED).

Les plans (AED) et (EBD) se coupent selon la droite (ED).
Le plan P est parallele au plan (AED) et passe par le point K.

Le point K appartient donc aux plans (EBD) et P.

De ce fait I’intersection du plan P et du plan (EBD) est une droite parallele a la droite (ED) passant par le point

K.
5.b. Construire alors sur I’annexe 2 a rendre avec la copie I’intersection du plan P et de la face EBD du tétraedre
EBDG.
H G
|
| 7
-
| g
E(0;0;6) ; e
E F
F——-C
A B(12;0;0)
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Exercice 5.  Spécialité 5 points

Pour les candidats ayant suivi la spécialité

2 3 n n
M = et les suite (uy, ) et (v,,) définies par ug = 1, v = 0 et Untl) _ ().
1 2 B o

Partie A

1. Conjecturer les valeurs possibles du chiffre des unités des termes de (v.,).
Les valeurs possibles du chiffre des unités des termes de (v,,) sont: 0, 1,4, 5,6 et 9.

u U
2. On admet que pour tout entier n, ona : nt3 ) — 8 .
Un+3 Un

u = 26u 45v
2.a. Justifier que pour n un entier naturel nonnul : { " *° n + 450,
Vn43 = 15u, + 26v,

Pour tout n un entier naturel non nul, on obtient avec la calculatrice :
Un+3 — M3 Up,
Un+3 Un
_ 26 45 « Up, . Up43 = 26u, + 4bv,
15 26 Up, Un+3 = 1duy + 260,

2.b. En déduire que pour tout n un entier naturel non nul : v, 3 = v,, [5].
Pour tout n un entier naturel non nul :

= | Un+3 = Up [5]

Un+3 = 1duy + 260,
15=0[5]

3. Soit 7 un entier naturel fixé. Démontrer, a ’aide d’un raisonnement par récurrence, que, pour tout entier naturel g,
V3q4r = Uy [5].
Notons pour tout entier naturel ¢ > 0 le postulat

(Pn) & v3q+r = vp [5]
o Initialisation
Pour ¢ = 0, le postulat (FPy) est vrai puisque :
V3g+r = Ur = ;. [5]
o Hérédité
Supposons que pour g entier fixé, (P,,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.
D’apres la question (A.2) on a : v, +3 = vy, [5] et donc avec n = 3¢ + r on obtient :

U3(q+1)+r = U3q + 1 43 = Usq+r [9)]
——

On applique alors I’hypothese de récurrence qui implique que : (P,,) soit vérifié et donc que vsg4+r = v, [5] :
U3(q+1)4r = U3q+r [5] = vy [5]

On a alors montré que v3(q+1)+r = v [5] et donc que (P 1) est vrai.

o Conclusion
On a montré que (Py) est vrai. De plus, si I’on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il I’est aussi au rang suivant,
(Py+1) est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n. > 0.

V3gr = Uy []
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4. En déduire que pour tout entier naturel n le terme v,, est congru a 0, a 1 ou a 4 modulo 5.
Donc on a montré que pour tout entier naturel ¢, v3q4r = vy [5]

e Pourr=0ona:
V3¢+0 = Vo [0] = v34 = 0 [5]

e Pourr=1ona:
V3g+1 = V1 [0 => v3¢+1 = 1 [5]

e Pourr =2ona:
V3g+2 = V2 [0] = vgg42 =4 [5]

Donc que pour tout entier naturel n le terme v,, est congru a 0, a 1 ou a 4 modulo 5.

5. Conclure quant a ’ensemble des valeurs prises par le chiffre des unités des termes de la suite (v.,)-
Pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel & tel que

v, =0+ 5k, v, =1+ 5kouwv, =4+ 5k.

De ce fait :

o Si k est pair il s’écrit alors sous la forme k = 2p et on a donc :

v, =0+ 10p
v, =14+ 10p
v, =4+ 10p

Et donc v, est congrua 0, 1 ou 4.

e Si k est impair il s’écrit alors sous la forme £ = 2p + 1 et on a donc :

v, =0+10p+5=5+10p
v, =14+10p+5=6+10p
v, =4+ 10p+5=9+10p

Donc que v, est congrua 5, 6 ou 9.

e Conclusion : L’ensemble des valeurs prises par le chiffre des unités des termes de la suite (v,,) estdonc:0 ;1 ;4 ;5
:6:;9.

Partie B

L’objectif de cette partie est de démontrer que \/3 n’est pas un nombre rationnel en utilisant la matrice M. Pour cela, on effectue
un raisonnement par I’absurde et on suppose que \/3 est un nombre rationnel. Dans ce cas, \/3 peut s’écrire sous la forme d’une
fraction irréductible L ou p et q sont des entiers naturels non nuls, avec q le plus petit entier naturel possible.

q

1. Montrer que g < p < 2q.
Supposons que /3 = B, alors :
q

e D’une part :

e D’autre part :

e Conclusion:|qg < p < 2q|
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2. On admet que la matrice M est inversible. Donner son inverse M —! (aucune justification n’est attendue).

Mo 2 3
C\-1 2
/
3. Soit le couple (p',q') défini par (p/) — M1 <p>
q

3.a. Vérifier que p’ = 2p — 3g et que ¢’ = —p + 2q.

On a alors :
/ 2 _ / _
P = 3) (P P - 2p — 3q
q -1 2 q q —p+2q

P =2p—3q
[—
¢=-p+2q

3.b. Justifier que (p’; ¢’) est un couple d’entiers relatifs.

e p et ¢ sont des entiers naturels donc 2p — 3q et —p + 2q sont des entiers relatifs . Or puisque d’apres la question
(B3a):p' =2p—3q et ¢ =—-p+2¢

/
p'=2p—3qg <4q—3q
Q<SPS ) sgcop-3g—p — —a<p <q
o =2 3g q—3¢<2p—3qg=p
—q
Et donc p’ est un relatif.
e De méme
—2¢g< —p<—q <= 0<—p+2¢<qg
Et donc ¢ est un entier naturel et ¢’ un entier relatif.
e Le couple (p/, ¢’) est donc un couple d’entier relatifs.
3.c. Onrappelle que p = g+/3. Montrer que p’ = ¢’+/3.

q —p+2q:qu/§+2q:<2f\/§)q

Alors :

!

= q

2-3
_q ><24—\/3
=B 243
q:(2+\/§)q'

et
P =2p—3q
=2¢V3 — 3¢
(59
(0i-) < (4 D)1
P=dV3
3.d. Montrer que 0 < ¢’ < q.
On a montré a la question (3.b.) que ¢’ > 0. D’aprés la question précédenteona g = (2++/3) ¢. Or2+v3 >2> 1

donc
q:(2+\/§)q/
24vV3>2>1 =q>¢ =0<q <q
qd >0
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3.e. En déduire que /3 n’est pas un rationnel.
/

On a donc montré qu’on pouvait écrire /3 = p_/ ol p et ¢ sont des entiers relatifs. De plus 0 < ¢’ < ¢. Cela signifie
q

donc, puisque ¢’ et v/3 sont positifs que p’ ’est aussi. Or ¢ le plus petit entier naturel tel que v/3 s’ écrive sous la forme
Py y a donc une incohérence et v/3 n’est pas un rationnel.
q

~ Fin du devoir &~
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