Correction du Baccalauréat S

Nouvelle-Calédonie
Novembre 2012

Exercice 1. 6 points

Commun a tous les candidats
Partie A

On considére la fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo[ par

f(x)=5In(x+3) —x.

1. a. Calculer f'(x) et étudier son signe sur [0 ; +ool.

5
f est définie et dérivable sur [0 ; +ool. Alors f'(x) = 13 1 soit:
X

Si x estdans [0; +oo[ ona x+3 =3 >0 et donc f’(x) est du signe de (2 — x).
f'(x) est donc positif sur [0 ; 2[, nul en 2 et strictement négatif sur ]2 ; +ool

b. Donner, dans un tableau, les variations de f sur l'intervalle [0; +ool.

X 0 2 +00
|
I
f(x) + 0 -
|
5ln5-2
fx)
5In3 —00

c. Pour tout x strictement positifon a:

fx) =5In(x+3)—x
fx) =51nx(1+%)—x

3
f(x) =5lnx+5ln 1+;)—x

Et donc

Inx 3
f(x)zx(s——l)+51n(1+—) )
X X

d. En déduire la limite de f en +oo.

— Par le théoréme des puissances comparéesona: lim lnTx =0
X—+00

etdonc lim x(Sh‘Tx— )= lim (—x)=-o0
X—+00 X—+00

3
— Deplus lim ln(1+—)=ln1=0
X—+00 X

Decefait:| lim f(x)=-o0
X—+00

e. Compléter le tableau de variation de f sur 'intervalle [0 ; +ool.

2. a. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [0 ; +oo[. On notera «
cette solution.
— Sur l'intervalle [0; 2], la fonction f est croissante et dérivable, elle induit donc une bijection de [0 ; 2]
sur son image [5In3; 5In5-2].
Or le minimum relatif est positif, 5In3 = 5,49 > 0 donc f ne s’annule pas sur cet intervalle.
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— Sur l'intervalle [2 ; +o0], la fonction f est décroissante et dérivable, elle induit donc une bijection de
[2; +o0] sur son image par [5In5—-2; —o0].
Or 6In5-2)=6>0et xgrpw f(x) = —oco donc I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans
I'intervalle [0 ; +ool.

b. Apreés avoir vérifié que o appartient a I'intervalle [14; 15], donner une valeur approchée de e 2 10~2
pres.
La fonction f étant dérivable et décroissante sur I'intervalle [2 ; +ool[, on applique un procédé de dicho-
tomie pour obtenir une approximation plus précise de a.

0 { fa4 =0,167 >0 , donc a €]14 ; 15[

"1 f15) ~-0,548 <0

Puis,

f(14,23) =0,003260 >0

Ona:{ FU428) =—0,00384 <0 , donc| a €]14,23; 14,24]

c. En déduire le signe de f sur l'intervalle [0 ; +oo.
Le tableau de variations nous donne alors le signe de f sur I'intervalle [0 ; +ool.
— [ estpositive sur [0; af,
- fla)=0

— et f estnégative sur Ja ; +ool.

Partie B

Soit (u;) la suite définie par

Uo 4
{ Upy1 = bln(u,+3) pour tout entier naturel n #0

On consideére la fonction g définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par

g(x)=5In(x+3).

En annexe 1 on a tracé dans un repere orthonormé la droite 2 d’équation y = x et la courbe €, courbe représen-
tative de la fonction g.

1. a. Construire surl’axe des abscisses de ’annexe 1 les termes g, U1, U, de la suite (1) en utilisant la droite
et la courbe données et en laissant apparents les traits de construction.

b. Formuler une conjecture sur le sens de variations de la suite (u,,)
La suite (u,,) semble étre croissante.

2. a. Ftudier le sens de variations de la fonction g sur l'intervalle [0 ; +ool.
La fonction g est définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +ool.

5
La dérivée de g est données par g'(x) = 3’ qui est clairement du signe de x + 3.
X

Sur [0; +oo[,0on a g’(x) >0 et donc g est croissante.

o

. Vérifier que g(a) = a o1 a est défini dans la partie A question 2. a.
On avuque f(a) =0=5In(a+3) —a, de ce fait a vérifie 'équation :

a=>5In(a+3) =gla) )

c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < a.
— Initialisation : 0 < up =4 < a car d’apres la partie A (2b) a €]14; 15[.

— Hérédité : Supposons que pour 7 fixé, 0 < u, < a.
La fonction g étant croissante sur [0 ; +ool, on peut composer par g dans I'inégalité précédente soit :

g0)<gup)<gla)=a
Et donc puisque g(0) =5In3 et g (1) = Up+1,

0<5n3<u, <a
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— Conclusion : Linégalité est vérifiée au rang 0, et si on la suppose vraie au rang n, elle 'est aussi au
rang (n+ 1), elle est donc vérifiée pour tout entier naturel n.

VneN:0<u,<a (3)

d. Démontrer alors la conjecture émise a la question 1. b. de la partie B.
Linégalité (3) de la question précédente implique que tous les termes de la suite (u,) sont dans I'inter-
valle [0; a]. Or g est strictement croissante sur cet intervalle et 1y = 4 < ©; donc, la suite (u,,) définie par
up =4 et uy+1 = g (uy) est donc aussi croissante (tout dépend dans ce cas de 'ordre des deux premiers
termes).

On peut aussi refaire la démonstration par récurrence.
— Initialisation : 0 < 1y =4 < u; < a car d’apres la partie A (2b) a €]14; 15[.

— Hérédité : Supposons que pour n fixé, 0 < u,— < u, < a.
La fonction g étant croissante sur [0 ; +oo[, on peut composer par g dans 'inégalité précédente soit :

g00) < glup-1) <gluy) <gla)=a
Et donc puisque g(0) =5In3 et g (uy) = Up+1,
Oup<ups1<a

— Conclusion : Linégalité est vérifiée au rang 0, et si on la suppose vraie au rang n, elle 'est aussi au
rang (n + 1), elle est donc vérifiée pour tout entier naturel 7.

VneN : 0 uy <upe 4)

La suite (u#,,) est donc croissante.

e. En utilisant la question 2. a. de la partie A, justifier que lirP Up=0a.
n—+o00

— On vient de montrer que la suite (u,) est croissante, de plus elle est majorée par a car d’apres la
question (2.d) 0 < u, < a.
De ce fait elle est convergente vers [ avec 0 < I/ < a.

— En outre, puisque u,+1 = g (1,) avec g continue, la limite [ vérifie I'équation : I = g(I) dont 'unique
solution est a d’apres la partie A.

— Onadonc montré que [ = « et donc : lirP Up=a
n—+oo

3. On considere l'algorithme suivant :

u prend la valeur 4
Répéter Tant que u—14,2<0
u prend la valeur de 5In(u + 3)
Fin du Tant que
Afficher u

a. Justifier que cet algorithme se termine.
Lalgorithme permet de calculer les termes de la suite qui sont strictement inférieurs a 14,2 et d’afficher
le premier terme qui dépasse 14,2.
On a montré que : nl—l>rPoo u, = aetac€]l4,23; 14,24[ donc on sait qu’a partir d'un certain rang, tous les
termes de la suite sont dans 'intervalle |14,23 ; 14,24].
L'algorithme se termine donc.

b. Donner la valeur que cet algorithme affiche (on arrondira a 5 décimales).
Ona us = 14,19519194 < 12,2 et| ug = 14,22315 |.
C’est cette dernieére valeur qui sera donc affichée.
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Exercice 2. 4 points

Commun a tous les candidats
Dans cet exercice les deux parties peuvent étre traitées indépendamment.
Tous les résultats seront donnés sous la forme de fractions.

On dispose d’'une urne U contenant trois boules blanches et deux boules rouges indiscernables au toucher.

Partie A

On considere I’expérience suivante : on tire successivement trois fois de suite une boule de I'urne U, en remettant
a chaque fois la boule dans 'urne.
On appelle X le nombre de fois ot on a obtenu une boule rouge.

1. Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
L'expérience aléatoire consiste en une répétition de trois épreuves de Bernoulli (Succes si on tire une rouge,
Echec sinon), indépendantes.

La v.a. X, qui compte le nombre de succes, suit donc une loi binomiale de parametre %8 (n =3;p= g)

2
puisque la probabilité de tirer 1 rouge dans 'urne estde p = 5

2. Calculer la probabilité d’avoir obtenu exactement une fois une boule rouge.

(X—l)—Clx(l—g)zx(—)l soit P(X—l)—ﬁ
pia=u=% 5 5 T 125

3. Déterminer I'espérance mathématique de X et interpréter ce résultat.

2 6
SiX~ % (n =3;p= g) alors | E(X)=np= ik cela correspond au nombre moyen de sorties de la boule

rouge.

Partie B

On procede maintenant a une nouvelle expérience :

 on tire une boule de I'urne U. Si elle est rouge on s’arréte, sinon on la remet dans 'urne et on tire une boule a
nouveau;

« sicette deuxiéme boule est rouge, on s’arréte, sinon on laremet dans 'urne et on tire une boule pour la troisieme
fois.

1. Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités.

R

R
5 0

R
R O —
R

2. On appelle Y le nombre de boules rouges obtenues lors d'une expérience. La variable aléatoire Y prend
donc la valeur 1 si la derniére boule est rouge et 0 sinon. Déterminer la loi de probabilité de Y et son es-
pérance mathématique.

L'évenement (Y = 0) correspond a la sortie de 3 boules blanches consécutives et donc P(Y =0) = (%)3 = %
Lévénement (Y = 1) étant 'événement contraire on obtient donc facilement la loi de probabilité de Y.

PX=k) P(X—O)—2—7 P(X—l)—2
B T 125 T 125

www.math93.com 4/10


www.math93.com

Correction - Bac S - Am. Sud - Nov. 2012

98
E(Y)=—
125

3. On appelle N le nombre de tirages effectués lors d’'une expérience. Déterminer la loi de probabilité de NV
et son espérance mathématique.

k 1 2 3
PIN=K) | PN=D)=P®R =2 | PN=2)=PRAR =2>x 2= | pN=3)=1-P(N=1)-P(N=2) = —
_ 5 o "5 5 25 e = ==
3 10+12+27 49
EN)=Y kP(N=k)= — =27 2
k=1 25 25

4. On appelle proportion moyenne de boules rouges le rapport de 'espérance du nombre de boules rouges
obtenues sur I'espérance du nombre de tirages. Montrer que la proportion moyenne de boules rouges
dans I'expérience est la méme que la proportion de boules rouges dans 'urne.

La proportion moyenne de boules rouges est donc

98
E(Y 125 98 x25 49x2x25 E(Y 2
EY) 125 _ JOXey  BIXSXE qione £ =-=P(R)
E(N) @ 125x49 25x5x49 E(N) 5
25
Exercice 3. 5 points

Commun a tous les candidats
Partie A : restitution organisée de connaissances

On suppose connu le résultat suivant :
Soit a un réel.
Soit (Ep) I'équation différentielle de fonction inconnue y de variable réelle,
dérivable de fonction dérivée y' :

y'=ay (E)
Les solutions de (Ep) sont les fonctions de la forme x — Ce%*, ol1 C est une
constante réelle.

On consideére a et b deux réels, avec a non nul.
Démontrer que les solutions de I'équation différentielle de fonction inconnue y de variable réelle, dérivable de
fonction dérivée y' :

Yy =ay+b (E)

. b
sont les fonctions de la forme x — Ce®* — —, o1 C est une constante réelle.
a

Partie B
Pour chacune des trois affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse :

1. Affirmation 1 : si une fonction f définie sur 'ensemble des nombres réels R est solution de I'équation
¥’ +3y = 6 alors la courbe représentant f admet une asymptote horizontale en +oo.
D’apres la partie A, les solutions de cette équation sont les fonctions : f¢ : x — Ce™3* + 2, ol1 C est une
constante réelle.
Alors de fagcon évidente,

Jim fe0 =2

et donc la courbe représentant f admet une asymptote horizontale d’équation y =2 en +oo.
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2. Affirmation 2 : si une fonction f définie sur 'ensemble des nombres réels R est solution de 'équation
y' = y alors pour tous réels a et §, f(a + ) = f(a) x f(B).
D’apres la partie A, les solutions de cette équation sont les fonctions : f¢ : x — Ce”, o1 C est une constante
réelle.
Or e®*P = e% x P, pour tous réels a et .

3. La courbe d’'une fonction solution de I'équation différentielle y' = —2y coupe 1'axe des ordonnées au point
d’ordonnée %
Affirmation 3 : I'aire, en unité d’aire, du domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe et les droites
2

d’équations respectives x = 0 et x = In(3), est 3

D’aprésla partie A, les solutions de cette équation sont les fonctions : f¢ : x — Ce™2%, oi1 C est une constante
réelle. 5

Sa courbe représentative coupe I'axe des ordonnées au point d’ordonnée % donc fc(0) = 3= C et donc la

solution de I'’équation différentielle est la fonction :

2x

3 _
1X— —e
! 2

La fonction étant positive sur I'intervalle [0;In(3)], (et méme sur R), 'aire, en unité d’aire cherchée est don-
née par:

—2x 1In3
1n3§ —2Xx _ § —
Jozedx = 3 5 =

20

3 [an37° _
74(e 1)
3 3
-4 -4

3-1)-

In3 3 2
f Ze¥dx==
0o 2 3

3 (e—Zln?) _ 1)

()
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Exercice 4. 5 points

Pour les candidats n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité

Dans cet exercice les deux parties peuvent étre traitées indépendamment.

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal direct (O, ;, 7), on appelle A le point d’affixe 1 et € le
cercle de centre A et de rayon 1.
La figure sera réalisée sur une feuille de papier millimétré avec 4 cm pour unité graphique.

Partie A

On consideére I'équation

(B): z°-2z+2=0,

ol z est un nombre complexe. On appelle z; et z, les solutions de (E).

1. Résoudre I'équation (E) dans 'ensemble des nombres complexes C.

On obtient facilement| z; =1+1i et 2z, =1—1i =7Z; |pour solutions de (E).

2. On appelle M; et M> les points d’affixes respectives z; et z, dans le repere (O, ;, 7)
Montrer que M, et M, appartiennent au cercle €.
On peut calculer les distances : AM =|z; —za| =il =1 et AMy = |zp —z4| = | —i| = 1.
Donc M et M, appartiennent au cercle €, de centre A et de rayon 1.

Partie B

On considere I'application f du plan complexe qui a tout point M d’affixe z distinct de A associe le point M’ d’affixe
Z' définie par

, 2z-1

2z—2

1. Placer le point A et tracer le cercle ¥ sur une figure que I’'on compleétera au fur et a mesure.

1
2. Montrer que pour tout complexe z distinctde 1 ona: (z'—1)(z—-1) = >
Pour tout complexe z distinctde 1 ona:

(-1 = (F-YeE-D=(zz)E-D
= 2@D 2

1
Onadonc: (z’—l)(z—l)zi .

3. Montrer que pour tout point M distinctde Aon a:

« AMxAM' = 3;
o M'#A;
. (; ; W) + (; ; AM’) =0+2km, ou k estun entier relatif

~ Montrons que:AM xAM' = 1.
En passant au module dans I’égalité de la question B2 on obtient immédiatement : AM x AM' = %

- Montrons que : M’ # A.
M’ =Asiz =1soit:

Z' = % =1 et donc puisque z est différent de 1 si 2z —1 =2z — 2 ce qui est clairement impossible.

— Montrons que: (u s AM ) + (u s AM' ) =0+ 2km, ou k est un entier relatif.

En passant a 'argument dans la relation de la question B2 on obtient directement cette relation.
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4. On considere le point P d’affixe zp =1 + eli. Construire le point P.

5. En utilisant la question 3, expliquer comment construire le point P/, image de P par f, et réaliser cette
construction.

- (U ; A—P)) =- (Z s AP/ ) + 2k, ol k est un entier relatif.
Donc on commence par construire Pq, le symétrique de P par rapport a I'axe (O, ;). Le point P’ appar-

tient donc a la demi-droite [AP;)

- APxAP'=3.
Donc puisque AP = |1 +¢lT —1| = |elT]| =1,
On a:AP’ =1/2 et donc P’ appartient au cercle de centre A et de rayon 1/2 noté € (A;1/2)

— Il est donc facile de construire P’ qui sera I'intersection de la demi-droite [AP;) et du cercle € (4;1/2).
P’ est aussi le milieu du segment [AP;].

6. Dans cette question toute trace de recherche, méme incomplete ou d'initiative, méme infructueuse, sera prise
en compte dans U'évaluation.
Soit un point M appartenant a la droite D d’équation x = %. Soit M’ son image par f.

a. Montrer que le point M’ appartient au cercle ¢’ de centre O de rayon 1.
Tout point M de D est de la forme z = % +iy, avec y réel et est donc distinct de A(1). Le point M’ est alors
d’affixe : . ‘ .
o221 2(G+iy) -1 1+4iy _ (1+4iy) ‘
2z-2 2(3+iy)-2 -l+4iy -16y*-1

Et donc en passant au module :
1+4iy|?
OM' = |2 = T4V _
|-16y% —1]|
Le point M’ appartient au cercle 6’ de centre O de rayon 1.

b. Tout point de 6’ a-t-il un antécédent par f ?

Z = 32:5 et donc pour z distinctde 1 on a: z'(2z—2) = 2z -1 soit z(2z' —2) = 2z’ — 1 donc puisque z’ # 1
d’apres la question B3 :
2z -1
z=——
27 -2

Donc tout point de €’ sauf A(1) admet un antécédent par f.
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Exercice 4. 5 points

Pour les candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité

Les deux parties sont indépendantes.

Partie A

On considere deux carrés directs ABCD et DCEF de c6té 1. Le point I est milieu de [BC] et le point J est milieu de
[EF] (voir figure ci-dessous).

1. On consideére la rotation r de centre D qui transforme A en C. Justifier que r(I) =J.
La rotation r transforme [BC] en [EF] et puisque la rotation est une isométrie du plan, elle transforme I le
milieu de [BC] en J le milieu de [EF].

2. Justifier que r est 'unique similitude directe qui transforme Aen CetIen].

— Tout d’abord la rotation r est bien une similitude directe et elle transforme A en C et I en J d’apres la
question précédente.

— Or il existe une unique similitude directe qui transforme Aen CetIen] car A # I et C # ] par propriété du
cours.

Donc r est bien 'unique similitude directe qui transforme Aen CetIen].

3. On appelle s la similitude directe qui transforme AenIet Cen].
On se place dans le repére (A ; A_E:, E)
a. Donner les affixes des points A, C, I et].
- A0;0):24=0,
- CA;D):izc=1+1,

1
- I(l;%):z1=1+§i
-J(3;2):z=%+2i

1 1
b. Montrer que I'écriture complexe de s est z’ = (E +i|z+1+ Ei'

s et une similitude directe donc son écriture complexe est de la forme : z’ = az + bavec ae C*,b e C.
1

— s(A)=Idonc z; = azA+bsoit1+§i:b.

- s(C)=J donc z; = az¢ + b soit 5 +2i = a(l + i) + b.

1 1 1
On obtient alors facilement a = 3 +ietdoncz’ = (E + i) z+1+ Ei.

c. Montrer que le point D est le centre de s.
Le centre de la similitude s est 'unique point invariant :

= 143 (1+3) (3 +i
zz(1+i)z+1+li Z(%_i):1+%i<:>Z: : 2‘1:(1 2'1)(12 .1)
] ; 71 (E_l)(i"'l)
Cp-ptivip i
RN VERRS
4 4

Le point invariant a pour affixe i : c’est le point D.
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Partie B

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O, u, v ) on considere trois points M, N, P distincts
entre eux et distincts du point O. On appelle m, n, p leurs affixes respectives.

On définit la similitude directe s; qui transforme O en M et N en P et la similitude directe s, qui transforme O en
NetMenP.

1. Montrer que 'écriture complexe de s; est: z’' = % z+m.

On sait que I'écriture complexe de la similitude s; est de la forme :
Z' = az+b. Orle point O a pour image M et le point N a pour image P, on obtient alors le systéme :

m = ax0+b m = b m = b n = b
= = —<{ p-m
p = an+b p = an+m p—-m = an - = a
. , p—-m
Donc s; a pour écriture complexe :| z' = z+m|.
n
On admet que I'écriture complexe de s; est 2’ = Mz +n.

2. a. Montrer que siOMPN estun parallélogramme alors s; et s, sont des translations.

OMPN est un parallélogramme < OM =NP <> m= p—-n< p-m=n.
Lécriture complexe de s; devient 2’ = 2z +m <= 2z’ = z+ m : cette écriture est celle d'une translation
de vecteur OM .
De méme I'écriture complexe de s, s’écrit puisque p — n = m,
7' = z+n: Cestla translation de vecteur ON .

b. On suppose que OMP N n’est pas un parallélogramme. Justifier que s; et s, ont chacune un centre,
et montrer que ces deux points sont confondus.
On suppose donc que p — m # n (donc s; et s» ne sont pas des translations.
Le point fixe de s; a une affixe z qui vérifie :

z=¥z+m < nz=(p-m)z+n < zim+n-p)=n <

n
z= —— 51 adonc un centre.
m+n—p
De méme le point fixe de s, a une affixe z qui vérifie :
zzp;m"z+n < mz=(p-nz+n < zim+n-p)=n <
n
m+n-p’

s» adonc un centre et c’est le méme que celui de s;.
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