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Correction du Bac Blanc de Mathématiques
Mai 2013

Série S

Enseignement de spécialité

5 points

Commun a tous les candidats

1. D’apres le tableau de variations f est croissante puis décroissante, donc :
e fl(x)>0sur]—oo;al;

e fl(x)<Osurla; +ool;

e fl(a)=0.

2.

a.

Seuls les points de 6> ont des ordonnées positives puis négatives, donc seule %> peut étre la courbe
représentative de f.
Donc % est la courbe représentative d'une primitive F de f.

. 6> coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse a; d’apres la figure 1 < a < 2.

La tangente a la courbe €, représentative de F au point d’abscisse a a pour coefficient directeur F'(a) =
f(a) = b; d’apres la figure ce coefficient directeur est supérieur a zéro. Conclusion

f@=b>o0.

. Sig(x)=ax+p,alors g'(x) = a.

Onadonc:

g)-2g'(x)=x < ax+pf-2a=x.

Cette égalité est vraie quel que soit le réel x.

En particulier pour x =0,ona f—2a =0 < f=2a.
Pourx=1,onaa+pf-2a=1 << a=1.

Finalement a =1et f =2a =2.

La fonction g définie sur R par g(x) = x + 2 vérifie 'équation différentielle.

. La dérivée de la fonction f — g est la fonction f'— g’ et

1 1 1 1
fl-g'x)= E(f(x)—x)—1= ST =x=2)=Z[f(0=(x+2)] = Z[f(x) - g0,

1
La fonction f — g est donc une solution de I'équation différentielle y’' = >V

. On sait que les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies par

1
x— ke2*, avec k € R quelconque.

Onadonc f(x)-g(x) = ke%x = f(x)= ke%x+g(x) = ke%x+x+2.

1
. Ona f'(x) = k x Ee%x+1.

—
2y

10

1 1
Onsaitquef’(O):E — kx S¢? +l== < —+1=

\S]
\S]
N =

1
On a donc pour tout réel x, f(x) = x+2—e2”.

R . . X
Une primitive de la fonction x — x est la fonction x — 5
Une primitive de la fonction x — 2 est la fonction x — 2x;

1 1
Une primitive de la fonction x — —ez* est la fonction x — —2e2%;
2
X 1
Onadonc F(x) = - +2x—2e2%+ CsurR.
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Comme F(0) = -2 «<— -2+(C=-2 < C=0, onafinalement
2

X 1
F(x) = - +2x—2e2* surR.

1
Maximumde f: f/(x) =0 < 1- Ee%x =0 = e2¥ =2 = %x: In2 (par croissance de la fonction

logarithme népérien) <= x =2In2. Donc a =2In2.

. L N 1 1.21n2 1 In2
Le maximum est donc égal a f(2In2) =2In2+2— Eez =2ln2+2- Ee .Donc b=2In2.

Exercice 2. 6 points

Commun a tous les candidats

Partie A
On se place sous I'hypothese p = 0,2.

1. Lexpérience consistant a tester une plantule et a appeler succes le fait que 'orchidée soit blanche constitue
une épreuve de Bernoulli de parametre p = 0,2. Lorsque I'on tire au hasard avec remise 50 plantules, on
répete 50 fois la méme épreuve de Bernoulli de parametre p = 0,2 de facon indépendante. X représente le
nombre de succes dans cette épreuve, donc X suit une loi binomiale de parameétre p = 0,2 et n = 50 soit
B(50;0,2).

2. n=50=30,np=50x0,2=10=5et n(1-p) =40 =5, Donc l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil

X
de 95 % pour la fréquence — est:

N Vpa- 0,2%0,8 0,2%0,8
I= p—l,QGM;p+l,96M :[0,2_1,96\/—x;0,2+1,96\/—x
vn vn V50 V50

‘ I1=10,089;0,311] en arrondissant les bornes a 0,001 pres ‘

3. On rejette a tort’échantillon quand la fréquence observé n’est pas dans 'intervalle I, c’est a dire lorsque la
valeur observée de X n’est pas dans l'intervalle [0,089 x 50;0,311 x 50] = [4,45;15,55], or
P(X ¢ [4,45;15,55]) = P(X =4 ou X = 16) car X est entier,
P (X ¢1[4,45;15,55]) = P(X = 4) + P(X = 16) car les événements sont disjoints,
P(X ¢[4,45;15,55]) = P(X =4)+1—- P (X < 15) = 0,0493 en passant a I'événement contraire.
La probabilité de rejeter a tord un échantillon est de 0,0493 a 0,0001 preés.

Partie B

Suite a une erreur de stockage en entrepot, la proportion de plantules d’orchidées blanches dans le mélange vendu,
est, en fait, de 30%. On considere alors la variable aléatoire Y correspondant au nombre d’orchidées blanches sur
un échantillon de 50.

1. Comme dans la premiere question de la partie A, Y suit une loi binomiale B(n =50;p =0,3).
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2. La probabilité de décider, a tort, que la proportion annoncée de 20% est respectée alors qu’elle est de 30%

quand la valeur observée de % est dans [0,089;0,311], donc quand Y est dans [4,45;15,55].

P(Y € [4,45;15,55]) = P(5 < Y < 15) car Y est entier,
P(Y €4,45;15,55]) = P(0< Y < 15) = P(0< Y <5)
P(Y €[4,45;15,55]) = P(Y <15)— P(Y <4)

Donc| P(Y € [4,45;15,55]) = 0,0493 2 10~* pres |

On ne rejette donc pas a tort la proportion de 20% dans pres de 57% des échantillons observés. Cette
méthode n’est pas fiable.

Exercice 3. 6 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

On s’intéresse a I'évolution du nombre ¢, de chats et du nombre s, de souris; exprimés en milliers d’individus. On
a choisi, pour décrire cette évolution, le modeéle suivant :

cn+1 = 0,5¢,+0,3s,

1
Sp+1 = —0,108¢c, +1,1s, M

G = 2 et, pour tout entier n
o = 15 P ’

On pose, pour tout entier 7 :
[ cn _ 0,5 0,3 (10
X”‘(sn)et’A‘(—o,ms 1,1)’12‘(0 1)'

1. On obtient facilement X,,+; = AXj,.

2. On suppose dans cette question qu’il existe un réel A et un vecteur colonne V non nul tel que AV = AV.

a. Parl'absurde, si B= A— A, estinversible, il existe une matrice C telle que CB = BC = I,.

Or AV =AV,donc AV-ALV = ( 8 ),

donc(A—/Ug)Vz( 8 ),soitBV:( g )

0
En multipliant a gauche par I'inverse de B soit C on obtient; V = ( 0 )

Or V est non nul par hypothese.
Donc, la matrice B = A— A, n’est pas inversible.

0,5-1 0,3
-0,108 1,1-A7
nul, soit aprés développement et réduction, A%-1,61+0,5824 =0

b. B=A-AL = ( ) n'est pas inversible donc le déterminant de B (produit en croix) est

Donc A est solution de 'équation : A% -1,61+0,5824 = 0.

3. Les solutions 1 et A, (avec 1; < A,) de I'équation : A% -1,61+0,5824 =0 sont‘ A =0,56et A, =1,04 ‘

4. On cherche Vlz( Zl )nonnul,telque:AV1=/11V1<=>( g’fog (1)’? )( Zl )=0,56( Zl )
1 —Y, » 1 1

En résolvant le systéme on obtient : AV} =1V} <= a; =5b;.

5
Donc on peut prendre par exemple : | V] = ( 1 ) .

De la méme facon, on peut prendre par exemple : | V5 = ( g ) .
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. 5 5 .
5. Soit P = ( 1 9 ), formée des vecteurs colonnes V; et Vs.

1 9 -5
a. P estinversible car son déterminant (produit en croix) est 5x9—1x5 =40 # 0 et pl=— ( ) .

b. On vérifie facilement que :| A= P( /Bl /{) )P‘l
2

6. Démontrons par récurrence que, pour tout 72, entier naturel non nul :

AT 0
X, =A"X0=P( 1 )P‘IXO
" 0 Ay
/11
— Initialisation. On a facilement X; = A' Xy = P 1 PlXx,
0 A
: , ; A0,
— Hérédité. Supposons que pour 7 fixé non nul, X,, = A" Xy =P 0 An P~ Xy,
2

— Alors d’une part, X1 = AX" = Ax A"Xy = A" X,.

A0
- Etd’autre part, X;;+1 = AX" = Ax (A" Xp) = Ax (P( 01 Az )P_IXO),

EtenremplagantAparA:P( A0 )P‘1

0 A
A0 _ AP0 -
Xn+1=P( 0 1 )P lx(P( o Az )P 1Xo),

Aﬂ-%—l 0
— Ce qui donne facilement:Xn+1=A”+1X0=P( 10 oS )P‘IXO

2

- Conclusion.
n
On a montré que pour tout entier 7 : anA”X():P( /101 /{)n )P‘lXo
2

. Enremplacant dans I'égalité précédente, A, P et P~! par leurs expressions, on obtient pour 7 entier non nul,

x—c”—i55x0’56n0x9_5x2
"“Vsn ) a0l 1 9 0 1,04" -1 2 15
cn = —7,125x0,56" +9,125x 1,04"
Sn —1,425x0,56™ + 16,125 x 1,04"

Et donc apres calculs :

. Déterminons les limites, quand 7 tend vers +oo, des populations de chats et de souris.

— Ona0,56€]-1;1[ donc nliIP 0,56 =0, de ce fait : nliIP -7,125x0,56" =0 = nliIP —1,425 % 0,56"
—+00 —+00 —+00
— Onal,04>1donc lim 1,04" = +oo,decefait: lim 9,125x1,04" = +co= lim 16,125 x1,04"
n—+oo n—+oo n—+oo

Pour conclureonadonc:| lim c¢;=+oc0o= lim s,
n—+oo n—+oo

Avec ces données, chacune des populations va croitre indéfiniment.
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Exercice 4. 5 points

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O, 1,7,k )

Partie A - Restitution organisée de connaissances

On désigne par a, b, ¢, d quatre réels tels que le vecteur n=ai+ bT +ck soit différent du vecteur nul. On appelle
P le plan d’équation ax+ by +cz+d =0.

Démontrer que le vecteur 7 est un vecteur normal au plan P, c’est-a-dire que le vecteur 7 est orthogonal a tout
vecteur AB oi1 A et B sont deux points quelconques du plan P.

Partie B - Questionnaire a choix multiples

1. a. Lespoints A, B, C définissent le plan P. Faux 2 — 1+ 3 = 0 est faux.
b. Les points A, B, D définissentle plan P D(-1;4;2)e P < —-2—-4+6=0:vrai;
E(—l ;1:1) etﬁ(—z ; 21 2),donc AD =2AB :les points A, B, D sont alignés : ils ne définissent pas
un plan.
c. E(1;5;1)eP < 2-5+3=0:vrai.
AE (0; 3; 1) nest pas colinéaire a AB . Conclusion les trois points A, B et E définissent le plan P.
2. a. Unvecteur directeur de la droite D a pour cordonées (—1; 1; 1).
Un vecteur normal au plan P a pour cordonées (2 ; —1; 3). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires,
donc D n’est pas perpendiculaire au plan P
b. Le produit scalaire des deux vecteurs précédents est égal a: —2—1+3 =0, donc la droite D est parallele
auplan P.
Le point de D correspondant a t = 0, donc de cordonnées (1; 0; 2) n'appartient pasa P (2+6 =0 est
fausse), donc la droite D est strictement paralléle au plan P.
c. Onvient de voir que c’est faux.

3. Ladistance de Q au plan P est égale a:
[2x2-5+3x1]| 2

d=—"22"""_ _ 2
V224 (-1)2+32 V14
orl_2_2 2
[—=—=——< ——.
2 4 V16 V14

La distance du point Q au plan P est supérieure au rayon de la sphere : I'intersection de la sphere S et du
plan P est donc vide.
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