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Dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour
faciliter la lecture et la compréhension du lecteur. 1l est cependant exclu de faire cela lors de I’examen, le temps
est précieux! 1l est par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos

résultats. Pour plus de précisions et d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie,
trucs et astuces.

Exercice 1. Theémes : QCM fonctions, Probabilités, Algorithmique S points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples.

Pour chaque question, une seule des quatre propositions est exacte.

Indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre de la proposition choisie.
Aucune justification n’est demandée.

Pour chaque question, une réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse, une réponse multiple ou 1’absence de réponse ne
rapporte ni n’enleve de point.

~ Question 1 N\

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ze®.
Une primitive F' sur R de la fonction f est définie par :

2

A F(z) = %er B F(z) = (z — 1)e”
C. F(z) = (z+1)e? D. F(z) = %er.

W Corrigé (Réponse b.)
On considere la fonction F' définie sur R par F'(z) = (z — 1) e”.

F est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.
Pour tout réel z on a :

F'(z)=1xe”+ (z—1)e”
=1+z—-1)e”
= 2"

F'(z) = f(x)

Donc une primitive F' sur R de la fonction f est définie par : F(z) = (x — 1) e® (réponse b.)
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~— Question 2 N\

La courbe C ci-dessous représente une fonction f définie et deux fois dérivable sur |0 ; +oo[. On sait que :

e le maximum de la fonction f est atteint au point d’abscisse 3 ;

e le point P d’abscisse 5 est 'unique point d’inflexion de la courbe C.

[« 3}

A. pourtout z €]0; 5[, f(x) et f/(x) sont de méme B. pourtoutx €]5; +oo, f(x) et f/'(z) sont de méme

signe; signe;
C. pourtoutz €]0; 5[, f'(z) et f”(z) sont de méme D. pourtoutx €]5; +oo[, f(z) et f(x) sont de méme
signe; signe.

WCorrigé (Réponse d.)

* La fonction f est convexe sur I’intervalle [5; +oo[ donc puisqu’elle est deux fois dérivable :

Vz ep; 4oof ; f'(x) =0

* Par ailleurs, la courbe semble au dessus de 1’axe des abscisses sur [5 ; +oo[ donc f(z) > 0 sur cet intervalle.

* Labonne réponse est la d.
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~— Question 3

A. a=2etb=3
C. a=4detb=1

On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(t) =
On sait que g(0) = 2 et tilgrnoog(t) =3.

Les valeurs de a et b sont :

= ou a et b sont deux nombres réels.
o

4

B. a=4etb=—
a e 3
D.a=6etb=2

WCorrigé (Réponse d.)

e Ona:

e Par ailleurs :

Et puisque

. ¢ . _a
t—1}+mo<> © =U= t—lg—i-moog(t) o b

: a
t£+moog(t) =e="p=¢

* On résout donc le systeme (ou on teste les valeurs données, Plug-in ) :

a

=2
=2
+]_ a b+2
a=3b

a=3b
<
3b=2b+2

{b:2
—
a=06
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~— Question 4 N

Alice dispose de deux urnes A et B contenant chacune quatre boules indiscernables au toucher.
L’urne A contient deux boules vertes et deux boules rouges.

L’urne B contient trois boules vertes et une boule rouge.

Alice choisit au hasard une urne puis une boule dans cette urne. Elle obtient une boule verte.
La probabilité qu’elle ait choisi I’urne B est :

A.

ol W ol W
ol Ut N =

C.

W Corrigé (Réponse c.)
On appelle A I’événement « Choisir I’'urne A », B I’événement « Choisir ’urne B » et V' 1’événement « Obtenir une boule
Verte ». D’apres les données on a :

"
/PA(V):%/
A= 1
/ PA(V):—
P(A):% 2Ty
/
\P(B):% L
\PB(‘_/):E\“ .
-

(A, B) forment une partition de 1’univers, donc d’aprés la formule des probabilités totales :

p(V) =p(ANV)+p(BNYV)

=p(A)pa(V) +p(B)ps(V)
1 1 3
X35

On cherche la probabilité qu’elle ait choisi I’urne B sachant qu’elle a tiré une boule verte soit :

_p(VNB)
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~— Question 5 |

On pose
S—1+1+1+1+ +1
S 23 4 7100

Parmi les scripts Python ci-dessous, celui qui permet de calculer la somme S est :

a. b.
def somme_a() : def somme_b() :
S=0 S=0
for k in range(100) : for k in range(100) :
S=1/(k+1) S=8+1/(k+1)
return S return S
c. d.
def somme_c() : def somme_d() :
k=0 k=0
while S < 100 : while k < 100 :
S=5+1/(k+1) S=85+1/(k+1)
return S return S

~

WCorrigé (Réponse b.)

* Dans le script A, on calcule tous les termes de la somme mais on ne les ajoute pas.

¢ Dans les scripts C et D, le parametre & n’est pas incrémenté (il n’est pas modifié€), cela ne convient pas.

On a méme une boucle infinie dans le script D.
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Exercice 2. Themes : Fonctions et suites 6 points

On considere la fonction f définie sur | — 1,5 ; 4o0[ par
f(z) =In(2z +3) — 1.
Le but de cet exercice est d’étudier la convergence de la suite (u,,) définie par :

ug = 0 et upy1 = f (uy,) pour tout entier naturel n.

2.1 Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction g définie sur | — 1,5 ; +oo| par g(z) = f(z) — 2.

1. Déterminer la limite de la fonction g en —1, 5.

On admet que la limite de la fonction g en +o00 est —oo.

W Corrigé

g9(x) = f(z) —x

Vxe}—l,E); +OO[; {f(x):]n(2x+3)_1

Par composition des limites on obtient :

lim  (2z+43)=0"

z=—1,5% = lim In(2z+3)=-o00o= lim f(z)=-
lim In(X)=—oc0 o——1,5+ o——1,5+
X—0+
Et donc
lim . flx)=—oc0
z——1,5 ° .
’ — lim 43 lim T)—1T)=—00
lim —rz=1,5 z——1,5+ 9() z——1,5% (f() )
rz——1,5t
La courbe de la fonction g admet donc une asymptote verticale d’équation x = —1, 5.

2. Etudier les variations de la fonction g sur] — 1,5 ; +o0|.

gf Corrigé

Ve €l —1,5; +oo[; g(z) =In(2z+3) —1—=
* La fonction g est dérivable | — 1,5 ; +oolet: Ve €] — 1,5; +oof:

2

2x + 3
2 2¢ + 3

20 +3 20+3
—2x—1
T 2243

* Sur l'intervalle | — 1,5 ; 4+o0[, le dénominateur (2z + 3) > 0 donc le signe de ¢’ est donc celui de (—2x — 1).

—2x—1>0 < 2 <-0,5

{—233—120 — z=-0,5
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Et donc on obtient :

7 —1.5 —0.5 « +00

Signe de ¢'(x) + 0 =

In2 -0.5~0.19

Y
Variations de g / T 0 \

—00

—0

9(=0,5) = In(2 x (=0,5) +3) — 1 — (—0,5) =In2 — 0,5~ 0,19

3. a. Démontrer que, dans I'intervalle ] — 0,5 ; +oo[, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution c.
W Corrigé

[Théoréme 1 (Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle
[a; b,

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet
une unique solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiere démonstration rigoureuse de ce théoréme est due au
mathématicien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

* Application du corollaire sur ] — 0,5 ; +oo[ :

— La fonction g est continue et strictement décroissante sur I’intervalle | — 0,5 ; +o0[;
— Leréel k = O est comprisentre lim g(z) = —ooet g(—0,5)~ 0,19
T—r+00

— Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires généralisé,
I’équation g(x) = 0 admet une solution unique « sur I’intervalle | — 0,5 ; +o0].

3.b. Déterminer un encadrement de o d’amplitude 1072,

W Corrigé

* Valeur approchée .

Pour avoir un encadrement de «, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.
— Avec un pas de A = 0.01 on obtient :

g(0,25) = 0,0028 > 0

9(0,26) ~ —0,0015<0

s donc|0,25 <a<0,26]
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2.2 Partie B : Etude de la suite (u,,)

On admet que la fonction f est strictement croissante sur | — 1,5 ; +o0|.

1. Soit z un nombre réel. Montrer que si z € [—1; «] alors f(x) € [-1; a].

V/ Corrigé

fz)=In(2z +3)—1 et g(z) = f(z) —x
Soit x un nombre réel.

Siz € [-1; «] alors en composant par la fonction f qui est croissante sur | — 1,5 ; +oo[ et donc aussi sur [—1 ; a]

—-1<z<a= f(-1) < f(z) < f(a)

{f(l) —Inl-1=-1
fl@) =g(a) +a=a carg(a) =0

Donc :

—-1<z<a= f(-1)=-1< f(z) < f(a) =«
1

Et on vient de montrer que si x € [—1; «] alors f(z) € [-1; a].

2.a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

*1<Un gunJrl < a.

W( Corrigé

La suite (u,,) est définie par :
ug = 0 et upt1 = f (uy) pour tout entier naturel n.

Notons pour tout entier naturel n > 0 la propriété
Pn) : —1<up Supt1 S @

* Initialisation
Pour n = 0, la propriété P(n) est vraie puisque :

=0
Uo = —1<uyy<uyy <acarl2b<a<0,26
uy = f(uo) = f(0) =1n3 — 1~ 0,0986

* Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang n + 1.

5

On admet que : Et on cherche a montrer que :
o —1<u, <upq1 <«

e festcroissante sur | — 1,5; 400 | —1 < Upy1 < Upyo < | aprouver
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On applique I’hypothese de récurrence qui implique que P(n) soit vérifiée et donc que e

—1<u, Supy1 <«
On compose ensuite par la fonction f qui est croissante sur | — 1,5 ; +o00]

—-1<uy <un+1 <a:>f(_1) < f(un) <f(un+1) <f(0()

F-1) =1
fEuTL) = Un+1 = —1 < Un+1 < Un+2 < «
(
<

On a alors montré que —1
héréditaire.

Unt2 < a et donc que P(n + 1) est vraie. La propriété est donc

<
3
R
N

* Conclusion
On a montré que P(0) est vraie. De plus, la propriété est héréditaire. De ce fait la relation est vraie pour tout
entier n > 0.

*]-gungunqtlga

2.b. En déduire que la suite (u,,) converge.

W Corrigé

On vient de montrer que pour tout entier n :
—1<u, <upy1 <.

La suite (u,,) est donc croissante et majorée par «, d’aprés le théoréme de convergence monotone, elle est donc
convergente le £ avec —1 < ¢ < a.
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Exercice 3. Themes : Espace 6 points

La figure ci-dessous correspond a la maquette d’un projet architectural.
Il s’agit d’une maison de forme cubique (ABCDEFGH) accolée a un garage de forme cubique (BIJKLMNO) ou L est le milieu du
segment [BF] et K est le milieu du segment [BC].

Le garage est surmonté d’un toit de forme pyramidale (LMNOP) de base carrée LMNO et de sommet P positionné sur la facade de la
maison.

- = = —
On munit I’espace du repere orthonormé (A i1, 9, k ) avec 1 =

— = — =
AB, 3 = k

AD et

|~

1
2

1—
= —-AE.
2

1.

1. a. Par lecture graphique, donner les coordonnées des points H, M et N.

W Corrigé

| Ona:

H(0;2;2); M(3;0;1); N3;1;1)

1. b. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (HM).

W Corrigé

—
La droite (H M) passant par le point H (0; 2; 2) et de vecteur directeur HM (3; —2; —1) est ’ensemble des
points W de I’espace tels que le vecteur HW soit colinéaire a HM . On a alors :

z—0 3
(HM)={ W(z;y; 2); HW |y—2|=tHM [ -2] , teR
z—2 =1l
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Une représentation paramétrique de la droite (H M) est donc :

x =3t
(HM) : y=-2t+ 2 , teR
g==tar %

2. Darchitecte place le point P a I’intersection de la droite (HM) et du plan (BCF).

2 4
Montrer que les coordonnées de P sont (2 ; > .

; g; 3
WCorrigé

* Les abscisses des points B, C et F , et sont toutes égales a 2. Une équation du plan (BCF) est donc z = 2.
* On cherche I’intersection de la droite (HM) et du plan (BCF). Soit en utilisant leurs équations :
T =3t
y=—2t+2
z=—t+2
B=%
2 . a
Donc ¢t = - et le point P est de coordonnées :
B=2
2
Yy=-2x5+2 = |P(2; z,é
g 3 373
=——+42
z 3 I
3.
. L
3. a. Calculer le produit scalaire PM - PN .
WCorrigé
1 1
2 1
PM | 73| et PN 3
1 1
3 3
Donc :
—_— — 2 1
PM PN =1——+ —
9 9
— — 8
PM .PN = 9
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3. b. Calculer la distance PM.

W Corrigé

. — 2 1
On est dans un RON donc puisque PM [ 1; — 3 ; — 3 :

2

PM =12+ (-2
e+ (5
,n+4+1
99

PM

“|3 o F

V11
On admet que la distance PN est égale a ——.

)

)

—_—
3. c. Pour satisfaire a des contraintes techniques, le toit ne peut étre construit que si I’angle MPN ne dépasse pas 55°.

Le toit pourra-t-il étre construit ?

W Corrigé

SN — 8
}WIPN':FWIXPNXC%(MPN) - 5
. MPN) = =9 —
PM PN =2 — cos ( PM x PN
9
Soit
g
cos m): 9 - ]\mm49,86°<55°
( V14 o V11
3 3
Le toit pourra étre construit.
4. Justifier que les droites (HM) et (EN) sont sécantes.
WCorrigé
Ona:
E0;0;2) — 3
T — EN | 1
N@3;1;1)
—1
x =3k
Un représentation paramétrique de la droite (FN) est alors : < y = k Vk € R. On va chercher Iintersection
z=2—-k

www.math93.com
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des droites (HM) et (EN) :

w =3
y =
z=2—k
r =3t
y=2—2t
z=2—1

Quel est leur point d’intersection ?

W Corrigé

2
Les droites (HM) et (EN) sont sécantes en le point de coordonnées <2 e =2

x =3k
y=
z2=2—-k
k=t
2—-2t=k
2—t=2—k
x =3k
y==k
z2=2—-k
k=t
2—-2t=t
xr =3k
y==k
z2=2-—k
k=t
3t=2
2

t=k=§
B =%

2
"3
2=3

2
Les droites (HM) et (EN) sont sécantes en le point de coordonnées | P <2 ; 3
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Exercice 4. Theéme : EPI* Probabilités 3 points

Une société de production s’interroge sur 1’opportunité de programmer un jeu télévisé.
Ce jeu réunit quatre candidats et se déroule en deux phases :
» La premiere phase est une phase de qualification.

Cette phase ne dépend que du hasard. Pour chaque candidat, la probabilité de se qualifier est 0, 6.

» La deuxieme phase est une compétition entre les candidats qualifiés.
Elle n’a lieu que si deux candidats au moins sont qualifiés.

Sa durée dépend du nombre de candidats qualifiés comme I’indique le tableau ci-dessous (lorsqu’il n’y a pas de deuxieme phase,
on considere que sa durée est nulle).

NomPre de candidats qualifiés pour la 0 1 2 3 4
deuxieme phase
Durée de la deuxiéme phase en minutes 0 0 5 9 11

Pour que la société décide de retenir ce jeu, il faut que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

* Condition n° 1 : La deuxiéme phase doit avoir lieu dans au moins 80 % des cas.

» Condition n°2 : La durée moyenne de la deuxieme phase ne doit pas excéder 6 minutes.

Le jeu peut-il étre retenu ?

W Corrigé

On appelle X la variable aléatoire comptant le nombre de candidats se qualifiant lors de la premiere phase.
On répete de maniere indépendante 4 fois la méme expérience de Bernoulli (succes de probabilité 0,6) donc de parametre
p = 06 . X suit donc la loi binomiale de parametre n = 4 et p = 06.

» Premigre condition : La deuxieme phase doit avoir lieu dans au moins 80 % des cas. La deuxiéme phase est une
compétition entre les candidats qualifiés. Elle n’a lieu que si deux candidats au moins sont qualifiés.
Or (on peut directement utiliser la calculatrice) :

P(X>2)=1-P(X<1)
=1-P(X=0)-P(X=1)
P(X >2)~0,8208 > 0,8

Par conséquent P(X > 2) > 0, 8 la premiere condition est vérifiée.

* Condition n°2 : La durée moyenne de la deuxieme phase ne doit pas excéder 6 minutes.
Soit 7" la variable aléatoire donnant la durée de la deuxieme phase. Les valeurs prises par 7" sont : 0, 5,9 et 11.

La deuxieme phase dure 11 minutes lorsque quatre candidats sont sélectionnés donc

4
P(T=11)=P(X =4) = (4) x 0,6% x0,4° =0,6* =0,1296
De méme :

PT=9=P(X=3)et P(T=5=P(X=2) et PT=0)=P(X=0)+P(X=1)=

k 0 5 9 11
P(T=k) |0,1792 | 0,3456 | 0,3456 | 0,1296
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La durée moyenne du jeu correspond a I’espérance de la variable aléatoire 7T'.

E(M)=0x P(T=0)+5xP(T=5)+9x P(T=9)+11x P(T = 11)
E(T)=0+5x0,3456+9 x 0,3456 + 11 x 0,1296 = 6,264 > 6

La durée moyenne du jeu est donc supérieur a 6 minutes, La condition 2 n’est pas vérifiée.

* Conclusion : Le jeu ne pourra pas étre retenu.

~ Fin du devoir &
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