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Dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour
faciliter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de I’examen, le temps
est précieux! Il est par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos

résultats. Pour plus de précisions et d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie,
trucs et astuces.
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Exercice 1. QCM : Probabilités

S points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple.

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la réponse choisie.
Aucune justification n’est demandée.

Aucun point n’est enlevé en I’absence de réponse ou en cas de réponse inexacte.
Les questions sont indépendantes.

Un technicien contrdle les machines équipant une grande entreprise. Toutes ces machines sont identiques.
On sait que :

e 20 % des machines sont sous garantie;
e 0,2 % des machines sont a la fois défectueuses et sous garantie;

o 8,2 % des machines sont défectueuses.

Le technicien teste une machine au hasard.
On considere les événements suivants :

e (' : «lamachine est sous garantie »;
e D : «lamachine est défectueuse » ;

e G et D désignent respectivement les événements contraires de G et
D.

Pour répondre aux questions 1 a 3, on pourra s’aider de 1’arbre proposé
ci-contre.

1. La probabilité pe (D) de I’évenement D sachant que G est réalisé est égale a :

a. 0,002 b. 0,01 c. 0,024 d. 0,2

WCorrigé (Réponse b.)

S D
G<PG(D)
7 Ps (D) =
P(G) = 0.2 (P — D
/
\
P(G)=038 D
~._ Emm=—
\Pa(ﬁ):
—

D’apres les données on : p(G N D) = 0,002 et P(G) = 0, 2. Etde ce fait :

p(GN D)
pa(D) = ———
(D) p(G)
_ 0,002
0,2
p(;(D) =0,01
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2. La probabilité p (@ N D) est égale a :

a. 0,01 b. 0,08 c. 0,1 d. 0,21

W Corrigé (Réponse b.)

On a maintenant :

D
Po(D) =001
G =
_— Ps (D) = 0.99
P(G) =0.2 D
/
\
P(G)=038 D
T~ i _ Pg(D) =
T p. (D)=
G \ 5

Les événement G et G forment une partition de 1’univers donc d’aprés la formule des probabilités totales :

p(D) =p(GND)+p(GND) <= 0,082=0,002+p(GND)

< |p(GND)=0,08

3. Lamachine est défectueuse. La probabilité qu’elle soit sous garantie est environ égale, 2 1073 pres, a :

a. 0,01 b. 0,024 c. 0,082 d. 0,1

W Corrigé

La probabilité cherchée est :

p(DNG)
Q="
Po(C) p(D)
0,002
~ 0,082

pp(G) ~ 0,024
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Pour les questions 4 et 5, on choisit au hasard et de facon indépendante  machines de I’entreprise, ou 7 désigne un entier naturel non
nul.

On assimile ce choix a un tirage avec remise, et on désigne par X la variable aléatoire qui associe a chaque lot de n machines le nombre
de machines défectueuses dans ce lot.

On admet que X suit la loi binomiale de parametres n et p = 0, 082.

4. Dans cette question, on prend n = 50.

La valeur de la probabilité p(X > 2), arrondie au millieéme, est de :

a. 0,136 b. 0,789 c. 0,864 d. 0,924

WCorrigé (réponse b.)

X suit une loi binomiale de parametres n et p = 0, 082. 11 suffit d’utiliser la calculatrice en remarquant que :

p(X >2)=p(X >3)~ 0,789

5. On considere un entier n pour lequel la probabilité que toutes les machines d’un lot de taille n fonctionnent correctement est
supérieure a 0, 4.

La plus grande valeur possible pour n est égale a :

a. 5 b. 6 c. 10 d. 11

WCorrigé (réponse c.)

X suit une loi binomiale de parametres n et p = 0, 082.
p(X=0)>0<= (1-0,082)" > 0,4
<~ 0,918" > 0,4
<= n1n(0,918) > In(0,4)
In(0, 4)
=S ——
"= (0, 918)

e In(0,4)
"= (0, 918)

car In(0,918) < 0
~ 10,7

Donc puisque n est un entier naturel :
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Exercice 2. S points

On considere la fonction f définie sur |0 ; 4o0o[ par
f(z) = 2% — 81In(x)

ol In désigne la fonction logarithme népérien.
On admet que f est dérivable sur |0 ; +ool, on note f’ sa fonction dérivée.

1. Déterminer lim f(z).
z—0

W Corrigé

lim z?=0" lim z? =07

2—0F — { z—0F = | lim 22 —8In(x) = +o0
lim In(z) = —c0 lim —8lIn(x) = +o0 z—0+

z—0*t z—0+

1
2. On admet que, pour tout x > 0, f(z) = z?2 (1 -8 n(z) >
x

En déduire la limite : lim f(z).

r— 400
W Corrigé

D’apres les croissances comparées :
. Inz
lim 5 = 0
r—+oco T

Donc

lim <1 -~ sln(x)) -1 1
z—r+oo x? — | lim f(z)= lim 2° <1 -8 n(x)) = +00

lim $2 = 100 T——+00 T—>+00
T—~+00

2 (,732 — 4)
3. Montrer que, pour tout réel z de |0 ; +o0f, f/(x) = ——=.
x
WCorrigé
Pour tout réel = de |0 ; +o0],

8

/ — 2 _ =

fw) =20~ >

B 2% — 8

oz
2 (2% -4
fio) = =4
%
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4. FEtudier les variations de f sur |0 ; 40| et dresser son tableau de variations complet.
On précisera la valeur exacte du minimum de f sur 0 ; +oo].

gf Corrigé

On a montré que sur R% ona:

xT xT

iy < 2674 2=+

De ce fait sur cet intervalle, le dénominateur est strictement positif, le facteur (z + 2) aussi et f’ est du signe de
(x —2).

L’étude du signe de cette expression polyndme polyndme est triviale.

Signe de f'(x) = 0

Variations de f \ /

4—-8In2~ —1.55

lim f(z) =400 et f(2)=4—-8In2~—-1,55 et lim f(z)=+o0

z—0+ z—+00

5. Démontrer que, sur I'intervalle ]0; 2], I’équation f(z) = 0 admet une solution unique « (on ne cherchera pas a déterminer la
valeur de «).

W Corrigé

[Théoréme 1 (Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle
[a; b,

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = k admet une
unique solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiére démonstration rigoureuse de ce théoreme est due au ma-
thématicien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

* Application du corollaire sur |0 ; 2] :

— La fonction f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle |0 ; 2];
— Leréel k = 0 est compris entre f(2) =4 —8In2 ~ —1,55 et lim+ f(z) = +o0
z—0

— Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « sur I’intervalle |0 ; 2].
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6. On admet que, sur I’intervalle [2 ; +ool, I’équation f(x) = 0 admet une solution unique 5 (on ne cherchera pas a déterminer la
valeur de ().
En déduire le signe de f sur I'intervalle |0 ; 4o00].

W Corrigé

Signe de f'(x) - 0 +

Y
Y
Variations de f T 0 \ 0 /

4—-8In2~ —1.55

On peut résumer les études précédentes dans ce tableau qui va nous donner directement le signe de f :

a8 0 «Q I} 400

Signe de f(x) + 0 = 0 I

7. Pour tout nombre réel k, on considére la fonction g, définie sur |0 ; 4-oo[ par :

gr(z) = 2* — 81In(z) + k.

En s’aidant du tableau de variations de f, déterminer la plus petite valeur de k pour laquelle la fonction gy, est positive sur I’intervalle
103 4o0l.

W( Corrigé

Pour tout nombre réel k, on considére la fonction gj, définie sur |0 ; +oo[ par :
gr(z) = 2° — 8In(z) + k.

Donc g;, = f’ et de ce fait g et gj ont les méme variations :

Y
\ M
Variations de g, /

0
\ /0

gr(2) =4 —8In2+k

gr admet un minimum en x = 2 et ce minimum est :
gr(2) =4 —81n(2) + k

Donc pour que g, soit positive sur I'intervalle |0 ; +oo[ il faut que ce minimum soit positif.

gr(2) 2 0 <= [k >8In(2) — 4

La plus petite valeur de k pour laquelle la fonction gy, est positive sur I'intervalle |0 ; 4o0o[ est donc 81n(2) — 4.
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Exercice 3. S points

Une entreprise a créé une Foire Aux Questions (« FAQ ») sur son site internet.

On étudie le nombre de questions qui y sont posées chaque mois.

Partie A : Premiére modélisation

Dans cette partie, on admet que, chaque mois :
e 90 % des questions déja posées le mois précédent sont conservées sur la FAQ;
e 130 nouvelles questions sont ajoutées a la FAQ.

Au cours du premier mois, 300 questions ont été posées.

Pour estimer le nombre de questions, en centaines, présentes sur la FAQ le n-iéme mois, on modélise la situation ci-dessus a 1’aide de
la suite (u,,) définie par :

u; =3 et, pour tout entier naturel n > 1, up41 = 0,9u, + 1, 3.

1. Calculer ug et us et proposer une interprétation dans le contexte de 1’exercice.2.

gf Corrigé

Uy =0,9%x3+1,3=4
uz =0,9x4+1,3=4,9

Le deuxieme mois, 400 questions sont présentes sur la FAQ et le troisieme mois, cette FAQ compte 490 questions.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1 :

un:1371—80 x 0,9™.

W Corrigé

Notons pour tout entier naturel n > 1 la propriété

1
P(n) : un:13f$><0,9"

¢ Initialisation
Pour n = 1, la propriété P(n) est vraie puisque :

100
13_TX079:13_10:3:U1

» Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang n + 1.

e

On admet que : Et on cherche a montrer que :
1
oun=13—%x0,9” —
® upt1 =0,%,+1,3 Upt1 = 13 — = X 0,9"*1 | a prouver

100
On applique I’hypothese de récurrence qui implique que P(n) soit vérifiée et donc que w,, = 13 — 5 x 0,9™.
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On utilise la relation de récurrence :
Up+1 = 0,9u, +1,3

100
:0,9(13—7 ><0,9") +1,3

100
=11,7— N x 0,9""1 +1,3

1
:137% x 0,971

100 . o
On a alors montré que u,4+; = 13 — 5 x 0,9"*! et donc que P(n + 1) est vraie. La propriété est donc

héréditaire.
¢ Conclusion

On a montré que P(1) est vraie. De plus, la propriété est héréditaire. De ce fait la relation est vraie pour tout
entiern > 1.

100
’U/n:13—? ><0,9"

3. En déduire que la suite (u,,) est croissante.

W Corrigé

Pour tout entiern > Oon a :
100 ;. 100
Up41 — Up = 9 x 0,971 4 o x 0,9" def Seuii(p) :
100 n=
= T X 0,9”(—0, 9 + 1) u=3
100 while u<=p :
=0,1x — x0,9" n=n+1
9 u=0.9*u+1.3
Upt+1 — Up >0 return n
Donc la suite (u,,) est croissante.

4. On considere le programme ci-contre, écrit en langage Python.

Déterminer la valeur renvoyée par la saisie de seuil(8.5) et I'interpréter dans le
contexte de I’exercice.

W Corrigé

Cet fonction renvoi la plus petite valeur de n telle que u,, > p. Donc seuil(8.5) renvoi la plus petite valeur de n telle que
Up > 8, 5.

ug ~ 8,22 < 8,5
ug ~ 8,70 > 8,5

Donc cet algorithme renvoie la valeur 9.
A partir du neuvieme mois, il y a plus de 850 questions présentes dans cet FAQ
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Partie B : Une autre modélisation
Dans cette partie, on considére une seconde modélisation a 1’aide d’une nouvelle suite (v,,) définie pour tout entier naturel n > 1 par :
—0,19%(n—1)

v, =9—6Xxe .

Le terme v,, est une estimation du nombre de questions, en centaines, présentes le n-iéme mois sur la FAQ.

1. Préciser les valeurs arrondies au centieme de vy et vo.

W Corrigé

V1 = 9—-6 60 =F
vo=9—6e %19~ 4 04
2. Déterminer, en justifiant la réponse, la plus petite valeur de n telle que v,, > 8, 5.

Ggf Corrigé

On cherche la plus petite valeur de n telle que v,, > 8,5 ce qui revient a résoudre, pour n entier, n > 0 :

vp > 8,59 —6e 2191 5 g5

— —6e OG- 5 g5

1
—0,19(n—1)

< L =

¢ 12

On compose par la fonction In qui est définie et strictement croissante sur R* , I’ordre est inchangé :

< —0,19(n—1) <In <i)

12
<~ —0,19(n—1) < —In(12)
<~ 1> In(12)

" 0,19
In(12)

Uy > 8,0 &= n>

1~ 14,08
0,19 - ’

Puisque n est entier, la plus petite valeur de n telle que v,, > 8,5 estn = 15.
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Partie C : Comparaison des deux modéles

1. Lentreprise considere qu’elle doit modifier la présentation de son site lorsque plus de 850 questions sont présentes sur la FAQ.
Parmi ces deux modélisations, laquelle conduit a procéder le plus tot a cette modification ?
Justifier votre réponse.

W Corrigé

Le nombre de questions dépasse 850 au bout du neuvieme selon 1’estimation du premier modele et au bout du quin-
zieéme mois selon I’estimation du deuxieéme modele. La premiere modélisation conduit a procéder le plus tot a la
modification de la présentation du site.

2. Enjustifiant la réponse, pour quelle modélisation y a-t-il le plus grand nombre de questions sur la FAQ a long terme ?

W Corrigé

e Modele 1.
Pour tout entier naturel n > 1 :

100
Uy = 13 — — x 0,9™.
9
Or puisque :
-1<0,9<1= lim 0,9"=0
n——+o0o
ET par somme :
100
lim w4,= lim 13— — x0,9" =13
n—+oo n——+oo 9
* Modele 2.
Pour tout entier naturel n > 1 par :
vy =9—6 X 670,19><(n71).
lim —0,19(n—1) = —c0 =D -
(L=AreD —| lim wv,= lim 9—6xe 09D g
lim e¥Y =0" n—s-oo n—+oo
n——oo

e Conclusion :

A long terme il y a plus grand nombre de questions pour la premiére modélisation puisque qu’aprés un trés grand
nombre de mois, le nombre de questions se stabilise autour de 1300 contre 900 pour la deuxieme modélisation.
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Exercice 4. S points

I
I
I
1
On considere le cube ABCDEFCH d’aréte 1. :
On appelle I le point d’intersection du plan (GBD) avec la droite BT
I
I
I
I
I
I

(EC).
L’espace est rapporté au repere orthonormé ...
— — — ..
(A;AB,AD,AE). I
S Lo
//D ’ C
7 [}
-7 J
A B

1. Donner dans ce repere les coordonnées des points E, C, G.

gf Corrigé

— —— —>
Dans le repere (A; AB , AD, AE )on a:

E0;0;1); C(1;1;0); G(1;151)

2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (EC).
gf Corrigé
Ona:

C 1
=1

‘

{E(O;O; 1) —

——
La droite (EC) passant par le point E(0 ; 0; 1) et de vecteur directeur EC' est I’ensemble des points M de I’espace
tels que le vecteur EM soit colinéaire a EC . On a alors :

z—0
(BC)=(M(z;y;2); EM [y-0|=tEC | 1] , teR
z—1 -1
Une représentation paramétrique de la droite (E'C') est donc :
z=1t
(EC) : § y=t , teR
g==tqrll
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3. Démontrer que la droite (EC) est orthogonale au plan (GBD).

W Corrigé

G(1;1;1) 0 -1
—
B(1;0;00 =GB |-1]|;GD | 0
D(0; 1;0) =1 -1
Donc
0
— —
EC 1| GB |[-1]=0-1+1=0
-1 -1
—1
— —
EC 1 |.GD 0 |=-1+0+1=0
-1 -1
Le vecteur EC' est donc orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (GBD), il est donc orthogonal a ce plan.

De ce fait, la droite (EC) est orthogonale au plan (GBD).

. Justifier qu’une équation cartésienne du plan (GBD) est :

r+y—2z—1=0.

W Corrigé
Propriété 1
_>

%)it vecteur v non nul et un point A de l’espacg L’unique plan &2 passant par A et de vecteur normal
u est I’ensemble des points M tels que AM . u = 0.

Dans un repere de I’espace, son équation est alors de la forme :

T —TA
—— —
AM |y—ya | -u

o o

=0<=a(x—24)+bly—ya)+c(z—24)=0
Z—za

1
—
Donc d’apres la propriété 1 : en prenant le point B(1 ; 0 ; 0) et le vecteur normal EC 1
-1
z—1 1
—
M(z;y; 2)€ (GBD)<—= BM |(y—0| .EC | 1 | =0
z—0 -1

www.math93.com
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2 2 1
4. b. Montrer que le point I a pour coordonnées ( ) .

37373
W Corrigé

e La droite (EC) n’est pas incluse dans le plan (GBD) puisqu’elle lui est perpendiculaire.
* Les coordonnées de I le point d’intersection du plan (GBD) avec la droite (EC) vérifient 1I’équation cartésienne
du plan et la représentation paramétrique de la droite donc :

z=1t

2
y=t :>t+t—(—t+1)—1:0:>t:§
z=—t+1lz+y—2—-1=0

¢ Donc I est de coordonnées :

2
==
3
2 2 1
—|r(z;2; 2
yzg (333)
2,1
z=—= ==
3 3

2v3
4. c. En déduire que la distance du point E au plan (GBD) est égale a T\/_

W Corrigé

E0;0; 1) .
(2.2, 1\ =EI
3733

Wl W N

— — —
Et donc dans le repere orthonormée (A ; AB, AD , AE ) :

5. a. Démontrer que le triangle BDG est équilatéral.

W Corrigé

Dans le cube ABCDEFGH d’aréte 1, les segments [BD], [BG] et [DG] , et sont trois diagonales de carrés de
longueur 1.
Elles ont donc toutes les trois la méme longueur et le triangle BDG est équilatéral.
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S.b. Calculer I’aire du triangle BDG.

On pourra utiliser le point J, milieu du segment [BD].

ng Corrigé

e L’aire du triangle BDG est donnée par :

BD x GJ

Appc = 5

BD =2
e Pour GJ :
J = mil|BD] 11
D(0; 1;0)
1
1 1 =%
(359 _a| 2
G(1;1;1) 2
-1
Donc

1 1 3
GJ = Z+Z+1\/;

¢ Donc en unité de volume :

BDxGJ  \2xy1,5 /3
2 2 2

Appa =

1
6. Justifier que le volume du tétracdre EGBD est égal a 3

* Puisque [BD] est la diagonale d’un carré de c6té 1 on a immédiatement par le théoreme de Pythagore :

1
On rappelle que le volume d’un tétraédre est donné par V = gBh oit B est I'aire d’une base du tétraédre et h est la hauteur

relative a cette base.

W Corrigé

Le volume du tétracdre EGBD est égal a :
o x BT
v _ X
3
V3, 2v3
_ 2 3
3
1
W = Z
3

< Fin du devoir &
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